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carpPiTULO 2

METODO DEL ELEMENTO FINITO

1.1 ¢ Qué es el Método de Elemento Finito?

El método de los elementos finitos (MEF en castellano o FEM en inglés) es una técnica matematica
computacional atil para obtener soluciones numéricas aproximadas de las ecuaciones abstractas del célculo
que predice la respuesta de sistemas fisicos sujetas a influencias externas, surgié como tal en la década
de los 60°s, desde entonces a la fecha ha pasado de ser una herramienta novedosa a necesaria tanto
a nivel académico como la industrial. Se le ha aplicado en casi todos los campos del saber con
éxito, alcanzando sus mayores aplicaciones en el campo de la ingenieria. Las aplicaciones van
desde el analisis por deformacién y esfuerzo de automaviles, aeronaves, edificios y estructuras de
puentes hasta el analisis de los campos del flujo de calor, de fluidos, magnético, filtraciones y
otros problemas de flujo. Con los avances en la tecnologia de las computadoras y de los sistemas
CAD. Pueden modelarse problemas complejos con relativa facilidad. En una computadora pueden
probarse varias configuraciones alternas antes de construir el primer prototipo. Todo esto sugiere
que debemos modernizarnos empleando estos desarrollos para entender la teoria basica, las

técnicas de modelado y los aspectos computacionales del método del elemento finito.

La idea basica del método del elemento finito se origina gracias a los avances en el andlisis
estructural de las aeronaves. En 1941, Hrenikoff presentd una solucion de problemas de la
elasticidad usando el “método de trabajo del marco”. Para 1943, Courant utiliza la interpolacion
polinomial por partes sobre subregiones triangulares para modelar problemas de torsion. Turner
y otros investigadores obtuvieron matrices de rigidez para armaduras, vigas y otros elementos
presentando sus hallazgos en 1956. Clough fue el primero en cufiar y emplear el termino Elemento
Finito en 1960.

El concepto béasico de este método es el de dividir el cuerpo, estructura o dominio (medio
continuo) en una serie de subdominios no intersectantes entre si en un numero finito de elementos
(de alli el nombre), es decir se discretiza un conjunto de elementos finitos. Dentro de cada
elemento se distinguen una serie de puntos representativos llamados nodos, estos se encuentran

en las fronteras de los elementos generando a su vez un sistema. Se le Ilama sistema al conjunto



de elementos unidos entre si mediante nodos, y se dice que dos nodos son adyacentes si pertenecen

al mismo elemento finito, ademas un nodo sobre la frontera de un elemento finito puede
pertenecer a varios elementos, el conjunto de nodos considerando sus relaciones de adyacencia

se llama malla.

1.2 Beneficios de usar elemento finito

El méas obvio beneficio es que el FEM puede proporcionar soluciones a muchos problemas
complicados que serian intratables por otras técnicas. Esto a aparecido en los campos de la
mecanica Y la ingenieria estructural; de hecho es generalmente reconocido que sobre el Gltimo
cuarto de siglo el FEM ha producido una revolucion en estos campos. Ahora parece que similares

revoluciones en el horizonte de FEM continla proyectarse a otras disciplinas.

1.3 Descripcion de conceptos y terminologia en problemas de elemento
finito.
Definiremos cuatro conceptos: sistema, dominio, ecuacién gobernante, y condiciones de carga.

Las definiciones seran descritas mas tarde en forma matematica.

El Sistema es tipicamente pero no necesariamente un objeto fisico compuesto de varios
materiales: sélidos, liquidos, gases, plasmas, o una combinacidon de ellos. Por ejemplo un sistema
estructural estaria compuesto de materiales s6lidos Une ejemplo simple seria un eslabonamiento
mecanico; un ejemplo complicado seria un aeroplano completo, Un sistema acustico involucra
fluidos, tal como el cuerpo del agua o aire en el cual las ondas de presion (acustica) se propagan.

Un sistema electromagnético podria involucrar materiales y/o espacio vacio.

El dominio de un problema es tipicamente la region del espacio ocupado por el sistema. Ello
podria ser el intervalo de tiempo durante el cual el cambio en el sistema toma lugar.
Matematicamente hablando, es la region o intervalo de las variables independientes las cuales son
usualmente (pero no necesariamente) espacio y tiempo. Sin embargo en muchas aplicaciones el
dominio se referira a sélo alguna de las variables independientes (usualmente espacio, pero no

tiempo).

Las ecuaciones gobernantes podrian ser ecuaciones diferenciales expresando una conservacion

o0 balance de alguna propiedad fisica tal como masa, momento o energia. Estas podrian ser



ecuaciones integrales expresando un principio variacional, tal como la minimizacion de energia

potencial para sistemas mecanicos conservativos. Ellas también incluyen ecuaciones
constitutivas, las cuales describen el comportamiento particular de los materiales tipo; estas
ecuaciones contienen experimentalmente determinadas propiedades fisicas (constantes fisicas) de

los materiales que constituyen el sistema.

Condiciones de carga estan externamente originando fuerzas, temperaturas, corrientes, campos,
etc. que interactdan con el sistema, causando que el estado del sistema cambie. Las cargas que
actuan en el interior del dominio nosotros les Ilamaremos cargas interiores (alguna gente prefiere
llamarlas cargas de volumen), aparecen como parte de ecuaciones gobernantes. Cargas actuando
en la frontera del dominio, les Ilamaremos cargas frontera, aparecen en ecuaciones aparte

llamadas condiciones frontera.

1.4 Teoria del analisis finito del elemento
El método mas eficiente de aprender esta por ejemplo. Por lo tanto, quisiera presentar un problema

simple de FEA: el caso de un braguero con tres miembros. EI método de solucion a este problema

debe demostrar los conceptos basicos de FEA que estén presentes en cualquier analisis.

Ejemplo:

er

°,
2 > 1

et

El objetivo total de nuestro andlisis serd determinar las dislocaciones de los miembros del

2 |

braguero dados la carga P.

La primera cosa que debemos hacer es elegir nuestros elementos. Para nuestra situacion esto es
facil: cada miembro del braguero debe ser un elemento. La divisiéon adicional no lograria nada,
puesto que cada miembro del braguero puede apoyar solamente cargas axiales.

Ahora examinemos a un solo miembro del braguero:


http://64.233.179.104/translate_c?hl=es&u=http://www.sv.vt.edu/classes/MSE2094_NoteBook/97ClassProj/glossary.html#element
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Los nodos estan situados en cada extremo de la barra, que puede tener dislocaciones en las
direcciones de x y de y. Las dislocaciones son ui, w, uw, Y w denotados. Las fuerzas
correspondientes debido a estas dislocaciones son 1, r2, r3, Y r4. La barra tiene un érea seccionada
transversalmente uniforme A y mddulo de Young E. La relacion general entre la fuerza y la
dislocacién es Fi = yj=j, donde esta la fuerza el Fi en la direccion i, uj es la dislocacion en la
direccion j, y el kij es el coeficiente de la “tiesura” que relaciona el Fi con el uj. En nuestro ejemplo

particular de un elemento horizontal del braguero, tenemos el sistema siguiente de ecuaciones:
F1 = k11ul + k12u2 + k13u3 + k14us4
F2 = k21u2 + k22u2 + k23u3 + k24u4
F3 = k31ul t k32u2 + k33u3 + k34u4

F4 = ka1ul T ka2u2 t+ k43u3 t k44dus

Alternativamente, en forma de la matriz:

F, Ry Ry Ryg Ry Uy
Fol _ | R Raa ke Ry Uy
Fy Ry Rea Rey R Us
F, ka Ra kg ky Uy

El kij de la matriz se llama la “matriz de la tiesura.” Es la matriz que define las caracteristicas
geométricas y materiales de la barra. Las matrices de la tiesura son una parte fundamental de FEA.
Estas matrices definen siempre las caracteristicas inherentes del sistema que es estudiado. Para el
sistema actual, necesitamos determinar la matriz de la tiesura. La manera que iremos sobre hacer
esto puede parecerse una poco extrafia al principio, pero intenta seguir el razonamiento mientras
que tiene sentido. Comencemos asumiendo 1 = 1Y v = w3 = w = 0. Entonces nuestra matriz toma

la forma:


http://64.233.179.104/translate_c?hl=es&u=http://www.sv.vt.edu/classes/MSE2094_NoteBook/97ClassProj/glossary.html#node
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Cada fuerza Fi es igual a 1. Ahora, memoria de mecénicos de los materiales por los cuales la
dislocacién de una barra es dada u = FL/AE. Con la dislocacion v = 1, fuerza 1 estd r1 = AE/L.

Para mantener equilibrio, debemos también tener una fuerza g3 = - AE/L:

AFR=0 Afg* 0

Flﬁg- = F.-.A_i
Ealeds 1 2 Sy

Desde el igual de nuestro ri nuestro kil, tenemos:

AE

=¥ 1
wm| 0 |o4E| 0
i _AE L 4

L

0 0

El importante recordar que nuestro elemento puede apoyar solamente cargas axiales. Por
lo tanto, las dislocaciones u2 y u4 no pueden dar lugar a tensiones en la barra puesto que
estas dislocaciones son perpendiculares al eje de la barra. Asi, los coeficientes de la
tiesura de estas dislocaciones deben ser cero: ki2 = ki4 = 0. Finalmente, una dislocacion
u3 =1 dara lugar a fuerzas apenas frente a ésas de ul = 1, tan ki3 = - kil. Nuestra matriz

de la tiesura es:

1000 =1 .0
LaAE]" 0 D 0.0
YO =1 %0010

0 ‘0 0N 0

Debe ser acentuado que la matriz de la tiesura apenas derivada es solamente valida para las barras
paralelas al x-axis. Con una derivacién similar puede ser demostrado que la matriz de la tiesura

para cualquier en angulo “theta orientada barra” al x-axis esta:

c cs _— -—Cs

AE cs s? —sc —g?
kipn=— 2

ol L | —c —c8 c? cs

—sc —g? sc s?



donde ¢ = lechuga romana " theta " y s = pecado " theta ". Observar que cuando la “theta” = 0,

esta matriz de la tiesura reduce a la derivamos para una barra horizontal.

Ahora sabiendo la matriz de la tiesura para cualquier barra axialmente cargada, podemos aplicarla
a una situacion verdadera con cantidades especificas. Considerar el braguero siguiente:

Yh

(o) L

Las dislocaciones y las fuerzas externas son:

Observar los simbolos que estamos utilizando: R es una fuerza externa en el braguero; F es una
fuerza interna resultando de las tensiones impuestas ante la estructura durante una dislocacion.
Sabiendo las orientaciones de cada elemento, podemos instalar las matrices para ellas. Usando
“theta” = 90 grados para el elemento 1, “theta” = 135 grados para el elemento 2, y “theta” = 0

grados para el elemento 3 obtenemos las matrices siguientes:



Fy 0 0 0 0 Uy
F | _AE |0 1 0 -1 U,
Fy L |0 0 0 0 Us
Elemento 1: = e
F,) [ 1 -1 -1 1] (u,'
F| _AE; | -1 1 1 =1 )u|
Fy 2L, | —1 1 1 =1 )us
Fy [ 1 -1 -1 ’ _u.J
Elemento 2:
Fy) =1 0 -1 07 (u)
F,| _AE 0 0 0 0 u,
F(TLZ|-1 o 1 olhal
Fy 0,0 " 0 oflu
Elemento 3:

Podemos ahora generar un sistema de las ecuaciones del equilibrio para cada nodo. Considerar

la figura siguiente:

—l.
*. t\\\\\
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~
Re NG
Fy =

Fa
Las fuerzas nodales (que resultan de dislocaciones del elemento) deben ser iguales y frente a las
fuerzas externamente aplicadas. Observar que hacemos todas las fuerzas dibujar en direcciones

positivas de x y de y. Asi, para el equilibrio en el nodo 1:
X - direCCién: R2 - F2 (element3) = F2 (element2) = 0
Y - direccion: R1 - F1 (element3) - F1 (element2) = 0

Deseamos solucionar para R1 y R2. Obteniendo las fuerzas nodales F2 iements), F2 (element2), F1
element3), Y F1 (elementz) de NUESEtras matrices previamente resueltas conseguimos:
R1 = AE/L (3ul/2 - u2/2 - u3 - us/2 + u6/2)



R2 = AE/L (- ul/2 + u2/2 + u5/2 - u6/2).

Semejantemente, del equilibrio de los nodos 2 y 3 obtenemos:
R3 = AE/L (- ul + u3)

R4 = AE/L (u4 - u6)

R5 = AE/L (- UL/2 + u2/2 + u5/2 - u6/2)

R6 = AE/L (ul/2 - u2/2 - u4 - us/2 +3u6/2)

Podemos ahora combinar todas nuestras fuerzas externas en una matriz:

Ahora recordar lo que estamos intentando hacer aqui: dado una carga P, deseamos solucionar para
las dislocaciones en cada nodo. La observacion de que el nodo 2 esta fijado y de que el nodo 3
esta en un rodillo, las dislocaciones s, u, Y us deben igualar 0. Estos valores son absolutamente
importantes porque sin ellos no podriamos solucionar el problema. De hecho, los valores tales
como éstos se necesitan siempre en andlisis finitos del elemento; se conocen como “condiciones
de limite.” Después, debemos indicar las reacciones que se saben de nuestro cargamento

particular. Podemos ver del braguero que r1 =0, r2 = - P, y rs = 0. Incorporando las dislocaciones

]
L ) KV

|5

-1
0

LA

PO ot B0t © O 0O b 2O

0

-1

y las reacciones sabidas en nuestra matriz conseguimos:

Esta matriz reduce a:

-]

1

POl DSl © O B 0S| -

PO GO DOl = O B 0]

.

J
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AE
—P}= —2—[ -1 1 -1 Uq
0 I: =1 3 Ug
Podemos ahora acabar nuestro problema solucionando esta matriz para u1, w2, Y us:
u = - PL/AE
w = -4PL/AE
w6 = - PL/AE

Este uso de FEA a un braguero con tres miembros simple demuestra en general como el método
trabaja. La mayoria de los usos a los problemas de la ingenieria, sin embargo, son mucho mas
complejos. Tales andlisis requieren una gran cantidad de elementos y de nodos para representar
exactamente el sistema fisico que es estudiado. Estos analisis requieren inevitable el uso de una

computadora.

1.5 Problema ilustrativo en 2-D

La figura 1. muestra una placa metalica de acero conteniendo un hoyo en el centro. La barra
soportara una tension de carga de 10,000 Ib. aplicada en cada uno de los extremos, como se
indican las flechas. Esta carga cambiara la forma de la barra ligeramente (deformacién elastica)
y producira tensiones por toda la barra que variara de una posicion a otra. Queremos conocer que
tan grandes estas tensiones son, y en particular, si estas fuerzas seran tan grandes en cualquier
punto, para causar una deformacion permanente a la barra y quiza ain romperla. Para predecir la
respuesta del sistema ( esfuerzos inducidos en la barra) a la influencia externa (tension aplicada)
encontraremos una solucion numérica a las ecuaciones gobernantes y condiciones de carga,

Representaremos el problema fisico como un problema matematico

()
\/
by vd

Pttt
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figura 1.

Fe=0, SF, =0
Ecuaciones de equilibrio de tension: 2. Fx 2Fy

0
9ox T _ ¢,
OX oy
Oty OOy
. Afie AR
y
28 oy 1.1)

f o
fy y ¥ son fuerzas (cargas) interiores que

o, O, T .
donde * “¥y % son componentes de tensién, y
actlian en cada punto del material en el interior de la barra (tal como la gravedad); ellas son cero

en este problema.

Relaciones constitutivas (ecuaciones de tension — deformacion) que describen la respuesta
elastica del acero.

Oy = E28X+ Ev28y
1-v 1-v
Gy = EVZ ey + EV2 ey
1-v 1-v
E

Tyy = ———7
Yo o(1+v) Y w2)

donde &y, &y, Y yxy SON componentes de deformacion, y E y v son propiedades fisicas del acero

medidas experimentalmente (modulo de Young o de elasticidad y relacion de Poisson).

Relacion de desplazamiento — esfuerzo que describen aspectos de pureza geométrica de la
deformacion.

11



€y =—

X ox
_ov

Sy—a
_ou, v

=5y T ax

(1.3)

donde u y v son las componentes de desplazamiento (movimiento de un punto material en la barra)
en las direcciones X, y, respectivamente.

Estas ecuaciones pueden ser combinadas por sustituir (1.3) en (1.2) y después (1.2) en (1.1) nos
lleva a dos ecuaciones gobernantes

E 04 R E o0
+ + =— fy

1-v2 ax?  2(1-v) axy  2(1+v) oy?

E 0% E 0% E 0%
+ + =—fy

1-v2 ay?  2(1-v) oxy = 2(1+v) gx?

(1.4)

las ecuaciones (1.4) son ecuaciones diferenciales parciales conteniendo dos funciones

desconocidas, u(x,y) y v(x,y) estas son las componentes de desplazamiento.

El dominio de la region problema esta en el plano x-y, como se muestra en la figura 1. Las cargas
tensionantes de 10,000 Ib son aplicadas en los extremos de la barra, las cuales son parte de la

frontera del dominio, de aqui que estas cargas sean representadas como condiciones frontera,

10000
A

Gx
(1.5)

aplicadas a ambos lados extremos donde A es el area de la superficie extremo de la barra.

12



Buscaremos la solucién numérica de las funciones desconocidas u(x,y) y v(x,y) las cuales

satisfagan las ecuaciones gobernantes y las condiciones frontera. Las soluciones de u(x,y) y v(x,y)
pueden ser sustituidas en las ecuaciones (1.3) para determinar esfuerzos y los esfuerzos en las

ecs. (1.2) para determinar tensiones que son las ecuaciones que buscamos.

1.6 Problema de valor frontera (equilibrio) 1-D

Se dice que una ecuacidén diferencial describe un problema de valor frontera si la variable
dependiente y posiblemente sus derivadas son requeridas para tomar valores especificos en la

frontera. La ecuacién gobernante es la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

dU(x)

e 200 S5 s veo = 100

(1.6)
Donde x es la variable independiente, U(x) es la funcion desconocida (variable de estado) y
a(x),B(x) y f(x) son funciones conocidas. EI dominio es un intervalo finito o infinito Xxa< x <

Xp alo largo del eje x. Las funciones a(x),p(x) usualmente representan propiedades fisicas o
materiales del sistema. Llamaremos a f(x) carga interior (algunas veces volumen de carga) desde
gue representa una carga aplicada al interior (dominio) del sistema. La frontera del dominio son

los dos extremos X =Xa Y X = Xp.

Las condiciones frontera podrian ser cualquiera de las dos condiciones siguientes:

o

U(xa)=Us [-a(x)d‘ffxx)} — 7

En X=X, a
(1.7

U(Xb)=Ub 0o {-Q(X)%} =1Tp
En X=Xy X Xy

13



Ua,

Donde Ub:Ta Y T son valores conocidos. Llamaremos a “2-Ub:Ta Y Tb cargas
du

_a_

frontera, ya que ellas representan cargas en la frontera del sistema. La cantidad dx

representada por el simbolo T tiene un definido significado fisico en cada aplicacion, careciendo
de un nombre general apropiado para toda aplicacion. Nosotros lo llamaremos flujo desde que
ello frecuentemente representa un flujo de alguna cantidad, aunque en algunos problemas éste

represente una fuerza.

CAPITULO 3
METODOS DE SOLUCION

METODOS DE SOLUCION DE PRUEBA

En el capitulo anterior definimos términos y conceptos basicos como sistema, dominio, ecuacién
gobernante y condiciones de carga ademas, se presentaron varios tipos de problemas fisicos y sus
correspondientes formulaciones fisicas en términos de ecuaciones diferenciales y condiciones
frontera. Estas funciones contienen una funcion desconocida U(x) para problemas 1-D y U(x,y)
para problemas 2-D. Para muchos problemas practicos es imposible determinar la solucion exacta
de estas ecuaciones por ejemplo encontrar una expresion explicita para U, en términos de
funciones conocidas, las cuales satisfagan la(s) ecuacién(es) gobernante(s) y condiciones frontera.
Como una alternativa FEM busca una solucion aproximada: una expresion explicita para U, en

términos de funciones conocidas, las cuales s6lo satisfagan la(s) ecuacion(es) gobernante(s) y

condiciones frontera. Denotaremos Y como una solucién aproximada, mientras que U seré la
solucion exacta.
El FEM obtiene una solucién aproximada usando el clasico procedimiento de solucion de prueba.

El procedimiento de la solucién de prueba esta caracterizado por tres operaciones principales,

ellas son:
o o Construccién de una solucién de prueba
o o Aplicacion de un criterio de optimizacién a U
. o Estimacion de exactitud de U

14



2.1 Descripcion de un problema ilustrativo

Consideraremos un problema de valor frontera en 1-D. La ecuacion gobernante es una ecuacion

diferencial ordinaria, es de segundo orden y es lineal:

2
dx dx X 1)

i[de(x)}i

El dominio de nuestro problema ilustrativo sera el intervalo 1 < x < 2, como se muestra en la
figura. 2.1. La frontera del dominio esté en los puntos extremos x =1y x = 2. Las condiciones

frontera en cada punto son
{_ X d_U} _L
u(l)=2 dx Jy_o 2 2.2)

podriamos estar tentados a sustituir el valor de x = 2 en la ecuacion (2.2) y obtener

e
dx Jy_, 4

una interpretacion fisica y nosotros le llamaremos flujo y la designaremos con la letra ©. Asi

. Sin embargo se observé en la seccion 1.5, ecn. (1.6) que la ecn. (2.2) tiene

nosotros rescribiremos la ecn. (2.2) como

U(l)=2

1
2)=—
2) 2 (2.3)

2.2 Construccién de una solucion de prueba para el problema ilustrativo

La seleccion de expresiones para la funcion de prueba ¢i(X) una importante consideracion

practica es usar funciones que sean féciles de trabajar (como lo veremos brevemente)..

U(x;a) = ho(X) +ayhy(X) +apdp(X) + ...+ ay oy (X) (2.4)

15



aqui x representa todas las variables independientes en el problema las funciones ¢i (x) coni=

1,2,3...N son funciones conocidas llamadas funciones de prueba. Los coeficientes i son
parametros indeterminados frecuentemente llamados grados de libertad o algunas veces

coordenadas generalizadas. U es una funcién de x también como de & .

Para plantear una solucion de prueba las potencias de x son ciertamente mas faciles para realizar
operaciones, asi que una ldgica eleccion serian los primeros términos de una serie de potencias

por ejemplo un polinomio

U(x;a)=a; +ayx+agx>+ . . . +ayx"?!

U(x;a)=2a +a2x+a3x2 +a4x3

(2.5)
Consideremos la ecuacién (2.2) o (2.3) y las aplicamos a las ecuaciones (2.5)

U(lL;a)=a +ay+ag+a, =2

(2.6)
[— xd—U} =—-2a) —8ag—24a, = 1
dx (2 2
a1+az+a3+a4 =2
2.7

az +4a3 +123.4 = —%

Las ecuaciones (2.7) son llamadas ecuaciones de restriccion.
Debemos eliminar dos de cualquiera de las ai, la mas facil eleccion eliminar cualquier parametro
gue aparezca en sélo una de las ecuaciones de restriccion. Asi que resolviendo la primera de las

dos ecns. (2.7) para ai, Yy sustituyéndola en la ecn. (2.5) tenemos

U(x;a):2+a2(x—1)+a3(x21—61)+a4(x3—1)



(2.8)

Ahora podemos resolver para cualquiera de las ai, escogemos a az , Y la sustituimos en (2.8) y

obtenemos.

G(x;a)z2—1(x—1)+a3(x—1)(x—3)+a4(x—l)(x2 +x—11)
4 (2.9)

Identificamos términos de la ecn (2.9) con los de la ecn. (2.4)
U(x;a) = ho(X)+ah1(x) +azp2(x) (2.10)

donde
do(X)=2- 2 (x-1)
ATy

d(x)=(x-1)(x-3)
do(X) =(x—1)(x% +x—11)

La notacién as,y a4 han cambiado a a: y a, respectivamente, debido a que hay dos parametros

libres, asi que es mas conveniente llamarlos 1y 2 .

La expresion para la solucion de prueba para los flujos es aplicando la ecn. (2.2) a la ecn. (2.10)

E(X;a){_x d%(x)}al[_xd%(x)}az[_xdq»z(x)}
dx dx dx 2.11)
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_ dbo(x) 1
dx 4

—XM:—ZX(X—Z)
dx

—XMZ—BX(X—Z)(X-FZ)
dx

4 104
27 g
. 5 18 . ol
¥
2 41
- 2
4 ay (b) flujos t

= =

2.3 Cuatro soluciones aproximadas usando métodos de residuos

ponderados
2.3.1 Aplicacion de un criterio de optimizacion

El proposito del criterio de optimizacion es determinar valores numéricos especificos para
cada uno de los pardmetros ai, az, ... ,an. Observe gque para un conjunto particular de valores para
todas las ai unicamente define una solucién particular. Es el trabajo del criterio de optimizacion

seleccionar de todas las posibilidades una mejor u 6ptima solucién, un mejor conjunto de valores
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para todas las a; . Por mejor se entiende que la solucion es tan cercana como sea posible,

entendiéndose, a la solucion exacta.

Hay dos tipos de criterios de optimizacion que han jugado un rol dominante
histéricamente en FEM.

o o Métodos de Residuos Ponderados (MRP), los cuales son aplicables cuando las
ecuaciones gobernantes son ecuaciones diferenciales.
° o Método Variacional de Ritz (MVR), el cual es aplicable cuando las ecuaciones

gobernantes son ecuaciones variacionales (integrales).

El criterio de MRP busca minimizar una expresion de error en la ecuacién diferencial. Hay

muchos diferentes criterios MRP, cuatro de los mas populares criterios son:

o o Método de colocacion
o o Método de subdominio
o o Método de los minimos cuadrados

o o Método de Galerkin

El principio Variacional, algunas veces referido como principio de extremos o minimos, busca

minimizar, 0 encontrar un extremo en alguna cantidad fisica.

Ahora aplicaremos cinco de los mas populares criterios de optimizacion, usando cada vez la
misma solucion de prueba. Esto nos llevara a cinco diferentes soluciones aproximadas tan

cercanas como la solucion exacta

Primero definiremos una cantidad llamada el residual. Transferiremos todos los términos al lado

izquierdo de la ecuacion (2.1) de tal manera que el cero esta en el lado derecho

af ] 2
dx dx X 2.12)
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La ecuacidn (2.12) nos dice que si sustituimos la solucion exacta U(x) en el lado izquierdo de

ella, entonces el lado derecho seria cero sobre el dominio completo.

Si cualquiera otra funcion tal como la solucion aproximada U fuera sustituida por U(x) , el

resultado seria una funcion diferente de cero, llamada el residuo denotada por R(x ; a)

R(x;a) = i{

XdU(x;a)}_iio
dx

2
dx X (2.12)

Asi sustituyendo la ecuacion (2.10) dentro de (2.12) tendremos

2

X2

(2.13)

la intencidn es encontrar valores para a a: y a, los cuales hagan R(x ; @) tan cercano a cero como

sea posible para todo valor de x en el dominio.

Por definicién la solucion exacta es la funciéon que satisface la ecuacion diferencial ordinaria

sobre el dominio completo y las condiciones frontera.

La aplicacién de MRP produce un conjunto de ecuaciones algebraicas tal que su solucion es el

mejor conjunto de valores numéricos para ai.

Ahora aplicaremos uno de los cinco criterios de MRP para nuestro problema ilustrativo usando

el residual en la ecuacion (2.13)

2.3.1 METODO DE COLOCACION

Para cada pardmetro indeterminado ai, escogemos un punto Xi en el dominio. Para cada x;

forzamos el residual exactamente a cero.
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R(x;a) =0
R(xy;a) =0
R(xp:a) =0 (2.14)
Para una solucién con N pardmetros, produciremos un sistema de N ecuaciones residuales. Los

puntos xi son llamados puntos de colocacidn; ellos podrian ser colocados donde sea, en el dominio

y en la frontera no necesariamente en un patrén particular.

El presente problema tiene s6lo dos parametro aj, a, podria ser razonable distribuirlo

uniformemente por ejemplo x1=4/3 y X,=5/3

1 4/3 5/3 2

Sustituyendo estos puntos en la ecuacion (2.13) obtendremos un sistema de dos ecuaciones

ﬂa+4a—1—l
31T g

§al +13a; = S
3 100 (2.15)
Cuya solucién es
a1 = 2.0993
(2.16)
a, = -0.3560

la solucion aproximada para nuestro problema se obtiene sustituyendo la ecuacion (2.16) en (2.10)
y (2.11)

Uc(x)=2- %(x ~1) +2.0993(x —1)(x — 3) — 0.356(x — 1)(x? + x —11)

Tc(X) = % + %(x —2)—4.1986x(x —2) +1.068x(x — 2)(x + 2)
(2.17)
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Figura 2. Solucion Métodos de Colocacion (a) U (X), (b) tc ()

2.3.2 METODO DE SUBDOMINIOS

AX

En cada parametro indeterminado a; escoger un intervalo " en el dominio y forzar el promedio

del residuo en cada intervalo a ser cero

i_[A R(x;a)dx=0
AXj “8% i=12,..N (2.18)

AXi , son

De nuevo para una solucion de prueba con N ecuaciones residuales. Los intervalos
Ilamados subdominios. Estos se escogen de forma que se traslapen o con separacion entre ellos.
Para nuestro problema escogeremos dos subdominios, una eleccion simple es dividir el dominio

en dos partes iguales.

1 3/2 2
Ax =1<x<15

subdominios A¥2 =1.5<x<2
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Sustituyendo el residuo ecn. (2.13) dentro de la ecn. (2.18) y usando tales subdominios

15 1 2
I{——+4(x—1)a1+3(3x2—4)a2——}dx=0
4 x2

2r 4 5
J. {——+4(x—1)a1+3(3x2 -4)ay ——}dx: 0
4 x2
15 (2.19)

Realizacién la integracion obtenemos dos ecuaciones algebraicas

1.,.:3, 219
21787 24
3,88, 1
2182
cuya solucion es
& = 2.5417
ap =-0.4259 (2.20)

Sustituyendo (2.20) dentro de las ecns. (2.10) y (2.11) obtenemos la solucion aproximada del

subdominio

Js(x) =2 —%(x —1)+2.5417(x -1)(x — 3) — 0.4259(x —1)(x2 +x-11)

T5(X) = % + %(x —2)—5.0834x(x—2) +1.2777x(x — 2)(x + 2)
(2.21)
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2.3.3 METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Con este criterio minimizamos con respecto a cada a; la integral sobre el dominio completo de los

cuadrados del residuo.

La integral del cuadrado del residuo es una funcion de los a; asi que la minimizacién requiere

hacer las derivadas parciales con respecto a cada a; iguales a cero

5 2
—IRz(x;a)dx =0
aall

P 2
—IRZ(x;a)dx =0
8a2 1

P 2
—IRz(x;a)dx:O
88.N 1

Llevando la diferenciacion parcial dentro del integrando tenemos

24

(2.22)
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2 .

IR(x;a) R(x;2) dx=0
68.1

1

2 .

[Rox;2) R(53) 4~ 0
68.2

1

2 .

IR(X; ) R(x;3) dx=0

1 aN

(2.23)

donde la constante 2 obtenida en la derivacion parcial se cancela. Una vez mas, una solucion de

prueba con N parametros nos conduce a N ecuaciones residuales.

De la ecuacion (2.23)

OR(x;a) _ a(x—-1)
8a1
RG8) _ 3(ax2 - 1)
day (2.24)
asi que nuestras dos ecuaciones residuales seran
2
1 2 2
I —77 4(x—1)ag +3(3x" —4)ap —— | 4(x-1) dx=0
1 X
j [_Z +4(x—1)ay +3(3x% — 4)a, ——2} 3(3x* - 4) dx =0
1 X (2.25)

ejecutando la integracion nos lleva a obtener dos ecuaciones algebraicas:
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Ea1+27a2 :8In2—Z
3 2

27a1+7?11a2 = §

4 (2.26)

cuya solucion

a, = 2.3155

a, =—0.3816 227

Sustituyendo la ecn. (2.27) en la ecn. (2.10) y (2.11) obtenemos la solucién aproximada por

minimos cuadrados:

UL(x) =2 —%(x—l) +2.3155(x —1)(x — 3) — 0.3816(x — 1) (X + x —11)

T (X) = 1 + 1(x —2)—4.631x(x — 2) +1.1448x(x — 2)(x + 2)
2 4 (2.28)

Uix) Tan(x)

Figura 4. Solucién Métodos de Minimos cuadrados (a) UL(x) ,(b) L ()

2.3.4 METODO DE GALERKIN
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Para cada parametro a; requerimos que un promedio ponderado de R(x, a) sobre el dominio

completo sea cero. Las funciones ponderadas son las funciones de prueba ¢i (x) asociadas con
cada a;.

2
j R(x,a) ¢y(X) dx = 0
1
2
jR(x,a) do(x) dx =0
1

2
jR(x,a) oy (X) dx =0
1 (2.29)
de nuevo una solucion de prueba con N parametro lleva a un sistema de N ecuaciones residuales, usando
las ecuaciones (2.10) y (2.13) en las Unicas dos ecuaciones residuales que se tienen en nuestro ejemplo
2
1 2 2
j T Ax-Da+3(3x ~4)ap - 5 | (X ~1)x ~3) dx =0
X
1

2
j[—%+4(x—1) ag +3(3x% - 4) ay —32} (X —1)(x? +x—11)dx =0
1 X (2.30)

realizando la integracion nos lleva a las dos ecuaciones algebraicas

—§a1—4—1a2 :§—8In2
3 5 6

—4—1a1—8—1a2 :21—21—24In2

S 2 (2.31)
a; = 2.1378
ap =-0.3477 (2.32)

sustituyendo las ecuaciones (2.32) en las ecuaciones (2.10) y (2.11)
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Ug(X) = 2—%(x—1) +2.1378(x = 1)(x — 3) — 0.3477(x = 1)(x? + x —11)

g (X) = % + %(x —2)—4.2756x(x — 2) +1.043IX(x — 2)(x + 2)

(2.33)

2.3.5 METODO DE RITZ - (RAYLEIGH)

Este Método desarrollado por W. Ritz en 1909 para la solucion de problemas de equilibrio y por
Lord Rayleigh en 1870 para la solucién de problemas de vibracion. De aqui que el método es

algunas veces llamado Rayleigh - Ritz.

Para usar el método variacional de Ritz en FEM se necesita s6lo comprender unos pocos
conceptos elementales del célculo variacional antes de proceder directamente con la técnica de
Ritz. Observemos que la ecuacion diferencial y condiciones frontera en las ecuaciones (2.1) y

(2.2), respectivamente, son completamente equivalentes a la siguiente formulacion variacional

S1(U) =0 230

donde

2 2 )
|(U)=_[ LYY 20 x| -x3Yu
112 dx X2 dx |

Por equivalente se entiende que la solucién exacta de (2.1) y (2.2) es idéntica a la solucion exacta
de la ecuacion (2.34). La integral 1(U) es un funcional - escalar de la funcion U(x). Podemos

pensar que U(x) es una variable independiente y que | es una funcion (llamada funcional) de la

"variable" U(x). El operador 8 que actla sobre 1(U) involucra un proceso de variar la funcién
U(x) dentro de una pequefia vecindad cercana a la solucién exacta (algo analogo a la forma que
el operador diferencial d/dx significa una pequefa variacion en la variable independiente x ).

Si esta operacion variacional fuera ejecutada tedricamente (no numéricamente), en el contexto

del célculo de variaciones, la solucion seria la ecuacion diferencial (2.1). Desafortunadamente
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esto no, nos acerca alguna solucion numérica. Para resolver este dilema. Retornaremos al método
de Ritz.

El método de Ritz es una técnica practica para obtener una solucion numérica aproximada

directamente de la formulacion variacional. Sustituimos para U en la ecuacion (2.34) una solucién

de prueba, tal como la ecuacion (2.10). Si las ¢i (x) todas tienen expresiones especificas, la
integral con respecto a la variable x puede ser evaluada, y por lo tanto | serd una funcion ordinaria

(no funcional) de parametros,

| [J(x; a)] =1(a) (2.35)

Podremos hacer a I(a) estacionaria aplicando la usual condicién del calculo diferencial dl = 0. asi

(2.36)

debido a que ai, az, as,... an , puede ser cada uno variados independientemente, entonces los

coeficientes de cada da;i en la ecuacion (2.36) pueden desaparecer separadamente

a L
63.1 88.2 8aN (2.37)

ahora apliquemos el método de Ritz a nuestro problema ilustrativo. Usaremos la misma solucion
de prueba que fue usada en los métodos anteriores de residuos ponderados. Sustituyendo la

ecuacion (2.10) en la ecuacion (2.34) tenemos

8 8 o0, 1> 2
V) = I { L Y] at1+a2 ;))(2} +X—2(¢o+al¢1+az¢2) dx

7 2
+ H— XZ—U} (0o + 201 +a202) }
X

1 (2.38)
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ahora aplicaremos las condiciones de estacionariedad dadas en la ecuacion (2.37) a la ecuacion

(2.38), la cual no lleva después de reacomodar términos

J‘5¢1 oh gy ag + j%x—ad)z dx | ay
oX  OX oX  OX

2 - 2
_ (2 0d1 54)0 ], dU
= IXZ (I) dx — I@X o dx dex (1)1
1 1
;Me 008 gy | [2924082 gy,
oX  OX OX OoX
22 zaq) 00 dU i
£ V2 ,9%0 qy_ || oy
-[ 2 Iax X OX dx dex}%}
1 X 1
1 (239

sustituyendo en la expresion anterior las ¢i (x) obtenidas en la ecuacion (2.10) tenemos

I4x(x—2)2dx a + J-6x(x—2)2(x+2)dx ap

1
f 2 2x 1
{—2 (x-1)(x—-3) dx+!a(x—2) di+

(2.40)
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2 2
I6x(x—2)2(x+2) dx | a + IQx(x—Z)Z(x+2)2 dx | ay
1 1

2 2
- _jiz(x_l)(x2 +x-11) dx+I3—X(x—2)(x+2) dx-+ 2
X 4 2
1 1
(2.40)

donde los términos frontera de la ecuacion (2.39) fueron evaluados usando las ecns. (2.2) y (2.10)

esto es

au) T dU dJ 1
[— xdxj da} - (— xdxj e —(— del_ldn(l) =26

gy . T dJ dU 1
(_ dej ¢2:| (_ dej . (I)z (2) _(_ del_ld)z (1) = E(_S)

(2.41)

llevando a cabo la integracion en las ecns. (2.40) obtenemos las siguientes dos ecns. Algebraicas

5 41 29
—a+—a,=8ln2-—
3ai 5 7 6

ﬂa1+§a2 = 24In2—2—11
5 2 16

(2.42)

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (2.31) del método residual de Galerkin, de seguro

gue las soluciones aproximadas Ur(x) y R(X) resultaran también idénticas. Esto no es una
coincidencia para este problema en particular. Una manifestacion de un principio general es que
el método variacional de Ritz y el método residual de Galerkin siempre producirdn idénticas
soluciones cuando se use la misma solucion de prueba. (algunos autores enfatizan esta identidad

combinando los dos nombres como Ritz - Galerkin o Galerkin - Ritz.)
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UN PROCEDIMIENTO GENERAL DE 12 PASOS DE LA SOLUCION DE PRUEBA

El siguiente procedimiento de doce pasos serd usado para resolver la mayoria de problemas
propuestos en este curso. El procedimiento va desde el analisis de las ecuaciones gobernantes a
la solucién numérica final. Esto sera usado con o sin el concepto de elemento. Esta seccién
explicard como sera usado sin el concepto elemento (o lo que es lo mismo, serd usado con solo

un elemento).

Los primeros seis pasos involucran manipulacion teérica a lapiz y papel para el ingeniero analista;
los segundos seis pasos involucran computo numérico usualmente ejecutado en computadora (o

calculadora para problemas con pocos grados de libertad como el presente).

Los pasos de computacion numérica del 7 al 12 seran suficientemente simples, en este y el
proximo capitulo seran desarrollados a mano. En el capitulo 7, sin embargo seran codificados
dentro de un paquete computacional. De hecho, los pasos 7 al 12 describen la estructura basica

de un programa tipico de elemento finito.

Desarrollo tedrico

PASO 1: Escribir las ecuaciones residuales de Galerkin.
2: Integrar por partes
3: Sustituir la forma general de la solucién de prueba en el interior

de las integrales en las ecuaciones residuales
La expresion formal resultante es el sistema de ecuaciones

4: Desarrollo de expresiones especificas para la funcion de prueba
5: Sustituir las funciones de prueba en el sistema de ecuaciones, y
transformar las integrales en una forma apropiada para evaluacion
numérica

6: Preparar expresiones para el flujo
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Computacion numérica

PASO 7: Especificar datos numéricos para problema en particular
8: Evaluar los términos interiores en el sistema de ecuaciones
9: Aplicar las condiciones frontera (BC) al sistema de ecuaciones
10: Resolver el sistema de ecuaciones
11: Evaluar el flujo

12: Mostrar la solucién y estimar su exactitud

FIGURA 4.1 Procedimiento de doce pasos, no usando el concepto de
elemento

Un problema ilustrativo

Por continuidad analizaremos el mismo problema ilustrativo descrito en la seccion anterior,
repetido aqui por conveniencia.

dx dx X_Z

d {x dU(x)} _ 2
(4.1)
El dominio de nuestro problema ilustrativo sera el intervalo 1 < x < 2, como se muestra

en la figura. 2.1. La frontera del dominio esta en los puntos extremos x =1y x = 2.
Las condiciones frontera en cada punto son

[_Xd_U} _L
u(1)=2 dx |y, 2 42

DESARROLLO TEORICO

Paso 1: Escribir la ecuacion residual de Galerkin, para cada una de los parametros desconocidos.
En principio, podriamos usar cualquiera de los criterios de optimizacion discutidos en el capitulo
3; sin embargo utilizaremos el criterio de Galerkin.

El residual para la ecuacion gobernante [ecn. (4.1)] es
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2

d
R(x;a) = —{
dx dx X (4.3)

« dJ(x;a)}_i

retomando las ecns. (2.29), las N ecuaciones residuales de Galerkin son

Xb
IR(x,a)¢i(x) dx=0  i=12,.,N
Xa (4.4)

sustituyendo (4.3) en (4.4) tenemos

2 ~
df du) 2 ,
I{&(XWJ_?}“(X) dx=0 i=12,..,N

1
(4.5)

Paso 2: Integrar por partes el término de la mas alta derivada en la ecuacidn residual, las razones
para hacer esto se dan en el paso 3. De la regla de la cadena, para diferenciar el producto de dos
funciones, decimos f (X) y g (X)

d df d
—(fg)=-—g+fJ

dx dx dx (4.6)

integrando ambos lados sobre el mismo intervalo xa a Xo

Ly R g g
g
—(f g)dx=|—qg d f—=d
jdx( 9) dx J‘dxg X+I dx X
Xa Xa Xa (4.7

el término de la izquierda de la igualdad es una diferencial perfecta
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Xa
Xy
Jacta)
Xa
[fal
(4.8)
Reordenando términos en (4.8)
X Xp
I—g dx=[fg] > - jf 99 gx
Xa Xa

la cual es la formula deseada para integracion por partes.

Ahora aplicando la ecuacion anterior a los términos de la ecuacion (4.5)
Md( ad) 2 dg). o f dd do,
I— X— | == |ojdX =~ | =x— |o; | — | Xx——"Ldx

dx{  dx | x? dx J* | dx dx
Xa & Xa

donde

el signo menos ha sido agregado directamente frente del término frontera {

podemos identificarlo como el flujo. Sustituyendo la ecn. (4.10) en (4.5) tenemos
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Xb ~ ~
dU dd 2 du Xo
X— —dx=—|—= ¢; dX—| —| Xx— |
dx dx X IXZ bi dx { (X dxjd)'}

Xa i=12,.N (4.11)

observe que los términos de carga en el interior y en la frontera estan contenidos en el lado derecho

de la igualdad en la anterior ecuacion.

Paso 3: Sustituya la forma general de la solucion de pruebaU = o + 20 +azh3 +... + ANON

en el lado izquierdo de la igualdad de la ecn. (4.11)

N
du d¢0 dd
ox T ox Y

dx
(4.12)
lado izquierdo de (4.11)
P40 d
jx — ﬁ dx
dx dx
Xa
Xp N |
dog dj | doy
= — . —| —d
J.X dx +Zaj dx dx X
Xa = B
N e do; | doi  do
:Z d—'xd—de aJ+Jd_IXd_OdX
< X X X X
1= % i *a (4.13)

N | Xb Xp ~ X %
. do; .
=E %Xﬂdx ajz_JAid)idX__xd_U d)i — %X%dx
. dx dx X2 dx dx dx

1= x, Xa Xa  Xg

i=1,2,...N (4.14)
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Esto completa el tercer paso, Si examinamos este punto, las ecuaciones (4.14) podrian ser
expresadas mas ampliamente como

Ly L odx g + L 2 dx fag+ -+ L x N gx |a
j=L..N dx dx dx dx dx dx
Xa Xa Xa
*b ~ Xp  Xp
2 du dd; _ dog
=—| = ¢ dx—|—| x— - | — x — dx
.[ X2 \ { [ dx} ¢1} dx dx
Xa Xa Xa
X X
=2 b b b
mﬁxdq)ldx a + Ckﬂxmﬂdx ap + + dd)ZXde an
j=1..N dx dx dx dx dx dx
a Xa Xa
b ~ b Xp
2 du ddo  dog
=—| = ¢pdx—| | xX— - | —= x —= dx
.[ 7 92 { { x} ¢2} -f dx dx
Xa Xa Xa
=N dey | do o, do T doy  d
I N o x =L dx |a + N x =2 dx |a, + +J. N x =N dx |a
j=1..N dx dx dx dx dx dx
a Xa Xa
T2 dU > 0 oy do
=—| = ondx—|—| x— — | =N x =0 gy
.[ x2 o { { dx} o } j dx dx
Xa Xa Xa
(4.15)

0, equivalentemente en forma matricial
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i Xp b Xp
%dex %de)z dx %dex
dx dx dx  dx dx dx
Xa Xa Xa
de(l) do Xp db, do
Xp 2 2 2 N
do, _d x—=d X d
=| [z, A g dx = dx dx  dx
dx  dx Xq Xa
Xa
Rdoy  db doy  db Paon  do
J- Ny =71 gx I N x =72 gx I Ny =N gx
dx dx dx dx dx dx
_Xa Xa Xa
_Xbid)d _ _Xﬂq, ’ Aoy, 990 4,
W2 dx 't dx  dx
Xa Xal X
- _Xbiq) dx — _Xﬂq, ’ d(1)2xmﬂ dx
= W2 12 dx 2 dx = dx
Xa Xa Xa
_Xiq) dx — —xﬂq) ’ —qu)N %d
2 ON dx N dx = dx
| Xa Xa Xa i

definimos
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[ doi 905
K”_I dxX dx

Xa

X ~ X X
F.:fgq,.dx_ U b_fﬂxdﬂdx
! x2 dx | dx dx

Xa Xa Xa

(4.17)

la ecuacién (4.16) puede ser escrita de forma compactada como

Kir Ko - Kin || & F
Ka Kz - Konj|laz| | R
Knt Kni - Knn | [@an FN

o en forma abreviada

[K]{aj=1{F}

(4.18)

(4.19)

las ecns (4.14), (4.15), (4.16), (4.17), (4.18) son s6lo 5 diferentes formas de representar el mismo

conjunto de N ecuaciones.

la matriz K es conocida en elemento finito como la matriz de rigidez, el vector F es casualmente

referido como vector carga (vector fuerza)

Podemos identificar tres beneficios que fueron logrados como resultado de integrar por partes

1. El més alto grado de las derivadas de la solucion de prueba o funciones de prueba que

aparece en el sistema de ecuaciones ha sido reducido de dos a uno.

2. La matriz de rigidez fue hecha simétrica, esto es, Ki=K;. Simetria significa ventajas

computacionales, porque sélo la mitad de integrales de rigidez necesitan ser evaluadas y

almacenadas. El tipo de simetria estd presente en un amplio espectro de fendmenos

fisicos.

3. Un término frontera fue creado
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Este contiene al flujo

y nos facilita aplicar la segunda BC muy facilmente, por otra parte, la condicién frontera BC

no se aplica tan facilmente

Paso 4: Desarrolle expresion para la funcion de prueba 9i (x)

En el capitulo anterior consideramos un polinomio para la solucion de prueba

Ty a) 2 N-1
U(x;a) = a; +apx+agx” +...+aynX (4.20)
conN=3
U(x;a) = 8 + apX + a3x2
3
= Za i 0j(x)
=1 (4.21)
las funciones de prueba son por lo tanto
2
$1(0) =1 $2(%) =X d3(x) = X w2

Paso 5: Sustituya las funciones de prueba dentro de la matriz de rigidez y los términos de carga
en el sistema de ecuaciones y transforme las integrales a una forma apropiada para la evaluacion

numeérica del paso 8

Primero consideramos los términos Kj;

Kii = I% xm dx
' dx dx

las derivadas de las funciones de prueba son de la ecuacion
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dx
dé2 _4

dx
% — 2X

dx (4.23)

* Note que el término %o No es necesario en este caso, en la practica es raramente usado cuando
las BC son aplicadas por el método numérico.
Como Kjj es simétrica Kjj =K;i; necesitamos trabajar los términos j > i

Coni=1 Ky1= 0 Kiz = 0 Kiz = 0 (4.24 )

Xp 2 Xp
( X 1.2 2

Kyp =[x dx= — [= Z(%" —x")
L4 2 X 2
Xq a
Xo 3 Xp

Koz = [(L-x-2%) dx = 2x | = g(xb3 —xa3)
L4 3 X 3
Xa a
Xp X

K3z = [ (2x-X-2X) dx = x* | = (xb4 - xa4)

i=2 Xa *a (4.24 b)
entonces
[0 0 0 i

1, 2 2 2,3 3
[K]: 0 E(Xb _Xa) g(xb _Xa)

2
0 g(xb?’ ) " — %)

ahora consideraremos los términos F; de la ecuacion (3.14)
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Xp

2 du
F :—I 2 o dx - H—X &j ¢i}

Xa Xa

que es la suma de una integral en la carga interior FI; y en el término frontera FB;

T2 ag) |
Fliz—j—2¢i dx FB; = - H_X_j ¢i}
X dx
Xa Xa (4.25)
primero la integral interior
Xy Xy
F :-I 32 1) dx = —2J' d—)z( :2{i—i}
X X Xp  Xa
i=1 Xa Xa
Xp Xp d
F =—j = (0 dx = —2_[ @ —2|n[x—bj
X X Xa
i=1 Xa Xa
(4.26)
Xp
2 %
|:|:_I _2(x2)dx = —-2X =-2(Xp—Xa)
. X X Xa
i=1 a

ahora el término frontera

du du
FB; = K—X W] L 0i(Xa) - K—X EJ L i (Xp)

b (4.27 a)

la ecuacion FBi contiene los términos flujo, la evaluacion en cada punto la aplicaremos hasta el

paso 9, sin embargo los términos 9%i(xa) Y 4i(X) pueden reemplazarse
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- ~7a (4.27 b)
Paso 6: Prepare expresion para el flujo usando las funciones de prueba
: dJ
7 = flujo=—x——-
dx
3. ¢ P
. J
=-x 2 dx
j=1
=—dy X— 2 ag X2
(4.28)

Esto completa la primera fase, la cual involucra la preparacion tedrica 1-6 de todas las ecuaciones

necesarias, sustituyendo las ecuaciones de

{_ dU} [, a0
0 0 0 _a o1 1 dx ], dx Jy
1 X, Xa
0 E(sz_xaz) E(XbB_Xa3) a b= X + _ng Xa —| — do X
2 3 2(7] -2m™2 dx |, 2 dx | P
Xa Xa “Xp
2
0 “ (% - %g°) 0ot - %) |las - - 40
L 3 _ —2(Xy — X3) _9Y Xaz_ _9Y sz
dx X dx %
a —b
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(4.29)

Paso 7. Especifique los datos numéricos del problema

X Datos geométricos. Especificarlas coordenadas que definen la frontera
Xa =1 Xp =2 (4.30)
XS Para 2D la frontera es una curva. Para 3D la frontera es una superficie

| Propiedades fisicas y cargas aplicadas.
El coeficiente x a la izquierda de la ecuacién gobernante corresponde a una propiedad

fisica.
El término 2/x? al lado derecho de la ecuacion gobernante corresponde a una carga interior

Paso 8. Evalue numéricamente los términos dentro del sistema de ecuaciones (todos excepto los

términos BC)

) ] {_ dU} _{_ dU}
0 0 O a_]_ _1 dX x=1 dX X=2
3 14 7 7
0 > §a2=—2|n2+_‘LU _o| x Y
dx_X: i dx =2
14
0 . 15 (a3 -2 ~n ~n
L 3 - — diu _4_Xd7U
dx_X:1 i dx_X:2
(4.31)

El sistema de ecuaciones ahora esta casi listo para resolverse solo las BC’s permanecen no

especificadas.

Paso 9. Aplique las BC’s al sistema de ecuaciones las BC’s especificadas en cada una de los dos

puntos frontera son
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dx X=2

Estos dos puntos frontera seran aplicados al sistema en forma distinta: una sera limitada

(restringida) y la otra serd ilimitada (no restringida) esto seré explicado en la siguiente seccion.

) ) [_Xdﬁ} 1
0 0 0 & -1 dx Jyq 2
3 14 -

0 du
Ay r=<—2In2: 4+ | —x— -1
2. 3" [ de
0 E 15 ||a3 -2 40
- 3 - [—x} -2
dx =1

7

> Aplicacion de las BC’s.

_ [ dU} 1

T=|-X—— ==
dx Jy_» 2

El flujo en x = 1, no tenemos valor numérico especificado para éste término. Observaremos mas

(4.32)

tarde en el paso 12 que la solucién a este problema sélo satisface aproximadamente al flujo BC

, a pesar del hecho de que sustituimos el valor exacto dentro del sistema
de ecuaciones, la solucién de prueba y la solucion resultante aproximada no estan restringidas a
satisfacer el flujo BC.

<> Aplicar las BC’s U(1) =2

Observe gue no hay términos en el sistema de ecuaciones para los cuales podamos sustituir el
valor de 2 de la BC, libraremos esto con s6lo otra alternativa: Aplicar las BC’s directamente a

la solucién de prueba.
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U(x;a)=a; +a, X+ag X

U(x;a)=a;+ay,+ag=2 (4.33)

esta es una ecuacion de restriccion conteniendo a; que no son tan independientes asi que sélo
dos de las a; pueden serloy la tercera ser determinada. Aplicaremos la ecuacion de restriccion
al sistema de ecuaciones procedimiento que involucra manipulacion de los nimeros, de aqui,
que esta aproximacion sea referida como método numérico. No implementaremos el método
en una computadora hasta desarrollar el concepto elemento. El sistema de ecuaciones (4. )
asume que a1, az, as, son independientes, por lo tanto debemos eliminar un ai, la modificacion

de (4. ) paraeliminar uno de los a; implica un procedimiento de tres pasos que demostraremos

Ky Ki2 Kis| [a FL
K21 K22 Kas| 122 =1F2
| K1 Ksz Ksaz | (a3 F3 (4.34)
Estas ecuaciones serdn modificadas por una ecuacion lineal general de restriccion
Ciay +Crap X+Czag=d (4.35)

ler. Paso. Resolver la ecuacion de restriccion para uno de los términos a;, de coeficiente mas

grande, escojamos as

(4.36)

2do. Paso. Sustituir as en cada ecuacionde la (4. )
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Ki1a +Kppap + Kyz {

y en forma matricial

K11 — K13
Ko1 —Ka3 a

K31 —Kas

Ko1ag + Koz ap + Ky {

d
Kz &g + Kzpap + Ksz L3

a1 +

Co
Kig —Kiz =
C3
Co
Koo —Kpz =
C3
Co
K32 —Ksz =
C3

el producto a la primera columna.
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d
——ial——a
c3 C

d
*—&al—*az
c

c
- &al - @
C

d

F——Kg3

C3

d

Fr ——Kps3

C3

d

F3——Ks3

C3

-5
|-
|-

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Pudimos haber obtenido la ecn. (4.33) por haber realizado las siguientes operaciones

Multiplicar la tercera columna de los términos rigidez Kis por -ci/cs 'y sumar



o Multiplicar la tercera columna de los términos rigidez Kis por -c./c; 'y sumar

el producto a la segunda columna.

o [ Multiplicar la tercera columna de los términos rigidez Kis por d/cs Y restar
el producto de los términos Fi.

o Finalmente, borrar la tercera columna de rigidez Kiz y por lo tanto borrar as

también.

3er. Paso. Eliminar la ecuacién correspondiente ha seleccionado grado de libertad (DOF) (en
este caso la 3era. ecuacion). Este paso puede ser pensado como una serie de

operaciones renglon, como sigue

o [ Multiplique el tercer renglén por -ci/cs y sume el producto al primer renglén.

o [ Multiplique el tercer renglon por -c/c; Y sume el producto al segundo
renglon.

° | Finalmente, borre el tercer renglon.

De esto resultan las siguientes ecuaciones.

G| ¢ vl |l G Co
Ky —Kiz 2= 1 Kgy —Kgg -+ Kip —Kqg -2 |- 2 Kgy —Kgg -2 || [&
{ 11 13 CJ Ci 31 33 CJ { 12 13 CJ Cs{ 32 33 CJ

C C C C C
Ka1 —Kas 1}2{*(31 —Ks3 21} {Kzz —Kas 2}2{*(32 —Kss CZ} a,

(4.40)

ahora, aplicaremos la ecuacion de restriccion (4.33) para uno de los a; en funcién de las otras

O ler.paso B~ 2-2 -3
2do. Paso eliminar a3 de la ecuacion (4.32).

(4.42)
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s 31 [a { %jlj} [ 9(ﬁuj} 3
_ 3 T T - T 5
o[l o 0 Dl e d 1 ax X1 2
1434 108 14 n In2
— _— — ’a K J
4 e B el [T T, _gho )
d x:ldx x=1 3 3
—-1%-15 _% 4&15 do d dU
L 3 . {—X%}X%}l —4-15(2)
X JygdX Jy—g

Una comparacion de las ecuaciones (4.41) y (4. 36 ) muestra que c1/c3= 1; c2/c3=1 y d/c3=2.

Por ultimo aplicamos el 2do. Paso antes descrito

(4.42)

(4.43)

(4.44)

[ 3er. Paso. Eliminar la tercera ecuacién de la expresién (4.42) Usamos de nuevo cl/c3 = 1; c2/c3
=1

=3.719;, ; (4.45)
(4.46)

Paso 11. Evaluar el flujo

(4.47)

Paso 12. Graficar la solucién y estimar exactitud

CAPITULO 4

TERMINOLOGIA'Y CONCEPTOS

Considere un problema de valor frontera en el cual la ecuacién diferencial gobernante es de orden 2m,
donde m es entero

(5.1)

la derivada de mas alto orden es par 2,4,6,8... Consideramos derivadas de alto orden porque estas son
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representativas de la teoria de campos, las cuales son virtualmente la sal y la pimienta de las aplicaciones
en la Ingenieria.

Un problema de valor frontera de orden 2m requiere de m condiciones frontera BC a ser especificadas en
cada punto frontera.

Clasificacion de las condiciones frontera

1. BCesenciales. Es una ecuacion que relaciona los valores de U y/o cualquiera de sus derivadas,
arriba del orden m-1 en puntos sobre la frontera.

2. BC natural. Es una ecuacién que relaciona los valores de las derivadas de U de orden m a 2m-1, en
puntos sobre la frontera.

BC esencial algunas veces referidas como BC Dirichlet
BC natural algunas veces referidas como BC Neumann

Ecuaciones de segundo orden m=1Tipo de BCValores frontera especificados porEsencialUNatural
Ejemplos: elasticidad,acustica, dindmica de fluidos y electromagnetismo.

Ecuaciones de segundo orden m=2Tipo de BCValores frontera especificados porEsencialU,  Natural
d¥u d%u
dx3 ' dx®

Ejemplos: teoria de vigas, teoria de chapas y escudos.

EL CONCEPTO ELEMENTO
3.1 PROBLEMA ILUSTRATIVO
Analizaremos el mismo problema ilustrativo descrito en las secciones 3 y 4 por conveniencia

Ecuacidn diferencial y dominio

d3u

dx® 5.1

En esta seccion haremos que el dominio completo sea un elemento. Mas adelante haremos que el dominio
esté formado por dos elementos, construiremos una solucién de prueba para cada elemento.

En la presente solucién de un elemento de nuevo usaremos una solucion de prueba polinomial como fue
usada en los dos capitulos anteriores, pero los términos seran re arreglados en una forma especial,
seguiremos con el mismo procedimiento de los doce pasos introducidos en el capitulo 4.

Pasola3

Los tres primeros pasos siguen siendo los mismos que en el capitulo 4. Estos pasos culminan con las
ecuaciones (4.11) a la (4.16).

du
i6 dx®
Usaremos la notacion general

Paso 4
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Desarrollar expresiones especificas para remos un polinomio

lineal

-~

significado geométrico a

Xa Xb Xb
nodol nodo?2

FEM requiere que el polinomio sea escrito en la forma de una interpolacion polinomial cuyo principio
dice

"Cada parametro ai debe representar el valor de una solucion de prueba en un punto especifico en el
elemento, a cada punto se le llama nodo".

En la figura los pardmetros al y a2 son definidos asi para satisfacer el principio definido anteriormente,
por lo tanto

5.3
sustituyendo (5.3) en (5.2)

5.4
Resolviendo para al y o2 en términos de al y a2

5.5

sustituyendo (5.5) dentro de (5.2) tenemos
5.6

combinando coeficientes al y a2 obtenemos
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donde las funciones de pruebatienen la forma _
U(x )

las funciones de prueba se muestran en la siguiente figura

T 1 ¢2

)
nodo?2

satisfacen las siguientes propiedades importantes de los puntos frontera del

elemento

y 5.8

Paso 5

Sustituya las funciones de prueba en los términos de rigidez y carga, y transforme las integrales a una

forma apropiada para evaluacion numeérica.

Si las soluciones de prueba son dos funciones , entonces el sistema de ecuaciones con N=2 es:

5.9a
5.9b

las derivadas de las funciones de prueba se obtienen de (5.7b)

de aqui que los términos de rigidez sean
5.11

los términos de carga interior Fl son
Xy

2

F|1:_I£{_M} o 2, 2 %

X
X

a

Xh — Xa Xa Xp—Xa X

2 2 X
Fl,=2 % 1k
Xy Xp—Xa Xa

los términos de carga frontera son

52

5.10

512



2 2 X
Fl, == — 2
Paso 6
Prepare la expresion del flujo usando las funciones de prueba
¥ 2 Xp — X 2 2 X
Fly =[5 - 227X =2y 2
< X Xp — Xa Xa Xp—Xa X
a
2 2 X
Flp =———— In—2
 X~Xa Xa 5.14

sustituyendo (5.11), (5.12) y (5.13) en la ecuacion (5.9a)

Xp
F.lz_ji{_ﬂ} e 2. 2 %
G Xh — Xa Xa Xp—Xa X3

Xa

2 2 X
Fl,=%— % 1k
Xy Xp—Xa Xa

5.15

Paso 7
Especificar los datos numéricos del problema

1.  Datos geométricos.- Para el presente andlisis de un elemento, los Gnicos datos geométricos son las
dos coordenadas de los puntos frontera

Xp
|:|1:_J.£ _ X dx:—£+i nx_b
. x2| Xp—Xq Xa Xp—Xag X3

a

2 2 X
Flp=——-——1n k]

Xo *p—Xa Xa
2. Propiedades fisicas y cargas aplicadas, vease paso 7 de la seccion 4

Paso 8

Evaluar numéricamente los términos interiores de la ecuacién de elementos.
Sustituyendo (5.16) en (5.15) tenemos
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2 2 X
Fl,=>-— > 1k
Xpy Xp—Xa X3

Paso 9
Aplicar las condiciones frontera, sustituimos 1(2) = 1/2

5.18

la condicion frontera esencial U(1) = 2 es una condicién frontera restringida, asi que debemos restringir la
solucion de prueba para satisfacer la BC, por lo tanto hacemos

5.19
por la propiedad de interpolacion la ecuacién (5.19) se reduce a
al=2 5.20

la ecuacion (5.20) es la ecuacién de restriccién que puede ser aplicada a la ecuacion (5.18) con las
operaciones renglon columna. El parametro ai=d es s6lo asignado a la condicién frontera esencial. Esta
ecuacion esté en la méas simple forma, asi que las operaciones renglén columna la reducen a dos simples
operaciones.

1.- Multiplique la columna i en la matriz [K] por d y reste el producto al vector de carga; entonces borre
la columna i (y por lo tanto borre ai también)

2.- Borre el renglon i en la matriz [K] y en el vector de carga.

Aplicando la ecuacion de restriccion (5.20) a la ecuacion (5.18) en la forma anterior descrita, la primera
de las dos ecuaciones es eliminada y nos quedaremos sdlo con la segunda, en la siguiente forma (el lector
debe de verificar)

Paso 10
Resolvemos el sistema de ecuaciones
5.21
El pardmetro al= 2 ya habia sido determinado por la condicion frontera esencial, ecn (5.20)
Sustituyendo las ecns. (5.20) y (5.21) en (5.7) nos lleva a la solucion aproximada

5.22
Paso 11
Evaluar el flujo
De laecn. (5.14) 5.23
Paso 12

Graficar la solucién y estimar su exactitud
Debe hacerse notar que esta solucion es idéntica a la solucion de la ecuacion solucion de prueba, al final
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del capigulo-anterior erpplg@iior PP pasos-Esto-sg-espraba-porque KSR dgfolucmn_de_mueba el

mismo polmomlo Imeal aunque en diferente forma algebraica.

El valor calculado es mientras que el valor exacto es, unerror del 136% jjj. Paraestimar la exactltud
de y la®aactitud de en cualquier lugar del domino, nggesitamos generar otra solucion de aproxixgacion.
Lo cual, haremos en la proxima seccion particionando el dominio en dos elementos.

3.2 SOLUCION DE ELEMENTOS

(ensamble de ecuaciones de elementos)

El dominio del problema es de particionando en dos piezas o subdominios
cada subdominio es Ilamado un elemento, no hay espacio entre los elementos, no hay traslape. (el
dominio es la suma de los dos elementos)

Las soluciones de prueba para los dos elementos, seran etiquetadas como respectivamente. La solucion
exacta dentro del elemento 1 serd y la solucion exacta dentro del elemento 2 sera .

Las ecuaciones diferenciales gobernantes para cada elemento podrian entonces ser escritas como

(5.24)

necesitamos establecer la continuidad entre en el punto xC
integrando ambos lados de la ecn. (3.24) sobre un intervalo

Xp+e d d Xp+s 2
[ —[X—U}dx= [ 2 ax (5.26)
dx|  dx 2
p—¢ p—¢
Xp+e XP+8
nos lleva a {xd—u} " 2 (5.27)
dx X2 X
p-¢ p—¢
[xd—u} —[xd—u} =— 2 + 2 (5.28)
dx - dx Xoe Xp+e Xp—g

haciendo que e—0
[ du} [ du}
X—— =| X—
dx X,+ dx X,—

e integrando de nuevo tenemos que U es continua en cualquier punto de X,

(5.28)

U(xp")=U(xp") (5.20)

y para cualquier punto en particular xc , podemos escribir U @ para cualquier punto a la
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izquierda'y U @ para cualquier punto a la derecha, entonces las ecns. (5.27) y (5.28) pueden ser

escritas Condiciones frontera Interelemento IBC
du® du®
I 1)
du Xe dﬁ c Condicién frontera BC
Condicién frontera BC - dx ==X dx du® 1
@)= U Qe ) = @ (x¢) X =2
u®@p=2 c Xc dx 2

(5.30)

i(xmiﬁ&f(%):u‘zé(xc) s )2

4— elemento (1) —P <4—— elemento (2) —>
& o o

Xa Xe Xp

Condiciones frontera Inter elemento IBCs

Pasos 1 al 6

Elemento (1).- Usaremos la misma solucion de prueba de la seccion anterior

0D (x;a) = agr(x) + a2 (x)

donde

0109 = ——— b2() =~

C a C a (5.31)

TQD /-
UH(xa) es la solucion del elemento de prueba para el elemento (1)

diferencias

Uy U cambiana U® y u®

1.- Notacion respectivamente y x, cambiaa Xxc

2.- Condiciones frontera en el interelemento, BC en X, (ahora xc) cambia a dos 1BCs
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Woowog

Funciones de prueba y solucion de prueba para los elementos (1) y (2)

T vUgd
De las ecns. (5.15) hacemos los cambios notacionales de Uyu Y % 8 X

_ _ dg®
1 Xc +Xa 1 X +Xg 2 2 Xc - X
PR -— ag -—+ In— dx
2 Xc — Xa 2 Xc — Xa Xa Xc—Xa Xa Xa
= +
1 X +X 1Xc+X 2 2 X T@
_iXerXa o LXerXa ] 2 e ||| d0®
XC
(5.32)

ecuaciones de elemento para el elemento (1) que simbdlicamente pueden ser escritas como

Kyp® Kpo® | (] [RY

Kp1® Ko [ag) |RW
(5.32)

la ecn. (5.32) completa los pasos 1 a 6. Para el paso 6 debemos escribir la expresion general del

flujo en el elemento (1) usando (5.31a)

20 cay = 900 X{al do10) | dd>2(><)}
dx dx dx

a1 —a
_y-a
e ~*a (5.34)

Elemento (2)
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U® (x;2) = 23030 + 2404 (%)

donde

h3(x) =

Xp — X X — Xg

g (X) =
Xp — Xc Xp — X¢ (5.35)

T72) /-
U (x;a) es la solucion del elemento de prueba para el elemento (2)

Tvi(®
haciendo los cambios de notacién de UyU Yy Xa @ X

_ i du®
1 Xp + X 1 Xy +X¢ 2 2 Xp - X
P ——— ||y -—+ n— dx
2 Xp — X¢ 2 Xp — X¢ Xe Xp—Xo Xc Xe
= +
_lxb+xC lxb+xC a, 3_ 2 nX—b __XdJ(Z)
2 Xp — X 2 Xy —X¢ | Xp  Xp—Xc Xc dx .
b
(5.36)
y escrita simbolicamente como
K33 Kas? [(ag) |F?
K43(2) K44(2) ay |:4(2)
(5.37)
la ecuacion para el flujo del elemento (2)
~(2) dU @ (x;) dos(x) . doa(X)
T (x;a)= —X—————— = —X| a3 +ay
dx dx dx
_®B~a
Xo = %c (5.38)

el conjunto de las cuatro ecuaciones escritas juntas en forma matricial como
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[ 1Xxc+Xa  1Xc+Xg 0 0 1%
2 Xc — Xa 2 Xo — Xg
C1xe+Xa  1Xc+Xg 0 0 ap
2 Xc—Xg 2 Xc—Xg _
0 0 IXp X 11X +X ||ag
2 Xp — X 2 Xp — X
0 0 CIxp X 1 XX ay
i 2Xg =X  2Xy—Xc |
_2 + 2 InXc dg®
Xa Xc—Xa Xa - X X
Xa
2 2 Xe dg®
—— — —|=x
Xe Xc—Xa Xa dx .
_l’_
T2
2 2 % y du®
-—+ In— dx
Xe Xp—Xe X Xe
dg®
2__ 2 *o B dx
Xp Xp—Xe Xc Xo (5.39)
y en forma simbdlica
_Kl 1(1) K12(1) 0 0 i ay Fl(l)
K21(1) K22(1) 0 0 a _ Fz(l)
0 0 K33(2) K34(2) ag |:3(2)
2 2 2
0 0 K43( ) K44( )_ ay |:4( ) 5.40)

Pasos 7 al 12

Computo numérico, incluyendo ensamble de ecuaciones de elementos separados
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Paso 7

Especificar datos numéricos del problema
1.- datos geométricos

Xa =1, Xc =3/2; Xp = 2;

nodol en Xz =1
nodo2y3 en x.=3/2

localizacion de nodos nodo4  en x,=2 (5.41)

los nodos y elementos colectivamente son referidos como malla.

CAPITULO 5
MECANICA DE LA FRACTURA

La Fractura es un fendmeno que ha recibido atencion constante y practica principalmente desde
que se comenzaron a utilizar en gran escala maquinas y estructuras cuya funcion principal es la
de resistir y transmitir una carga o presion. En particular, el uso de componentes metalicos, como
puentes, edificios, aviones, barcos, etc. Siempre ha sido acompafiado del riesgo fractural, y la
fractura de estas grandes estructuras frecuentemente es acompafiada de perdidas materiales,
econdmicas y humanas. Es comun también que aunque muchas fallas ocurran una sola vez en
toda una vida, una sola falla puede significar una catastrofe, como es el caso de los accidentes
aeronauticos, las explosiones en grandes ductos de combustibles o las fallas de reactores

nucleares.

La integridad de una estructura esta estrechamente ligada a la presencia de defectos que se
traducen en grietas. Luego, los criterios de disefio basados en el esfuerzo maximo admisible o
esfuerzo de fluencia no son suficientes para analizar estructuras fisuradas. La Mecéanica de
Fractura se dividird a su vez en Lineal Elastica y Elastoplastica, de acuerdo con criterios basados

en el tamario de la zona de fluencia que presenta la punta de la grieta.

La mecanica de fractura y particularmente la mecanica de fractura lineal elastica (“Linear Elastic
Fracture Mechanics”, LEFM) es la ciencia que estudia los mecanismos y procesos de propagacion

de grieta en solidos, asi como la distribucion de tensiones y deformaciones que ocurren en un
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material agrietado o con discontinuidades, sometido a cierta tensién externa. Esta ciencia surgio

con los trabajos fundamentados de Griffith (1921-1924) sobre criterios de propagacion de grietas
en sélidos, basados en conceptos de transformacion de energia eléstica en energia de superficie y

por esta razdn se le conoce como una formulacion de energia de la mecénica de fractura.

En términos simples la formulacion energética de la mecénica de fractura consiste en comparar
la energia disponible para la propagacién de una grieta en una estructura con la energia necesaria
para producir su agrietamiento. La energia disponible para el avance de grieta por la unidad de
area se denomina liberacion de energia (G) y la energia necesaria para el agrietamiento se
denomina tasa critica de liberaciéon de energia o energia de agrietamiento (Gic). La teoria de
Griffith de la fractura fragil nos ayuda a entender porqué la fractura fragil ocurre en un material.
Asimismo, como veremos mas adelante, Irwin tomé el trabajo de Griffith y lo aplicd a los
materiales ductiles, que es también beneficioso. También el trabajo en las areas de la
concentracion de la fatiga y de la tensién nos ha permitido hacer mas avances por lo que las

aplicaciones de materiales especificos.

Irwin (1957) introdujo un avance importante en la mecénica de fractura ya que planted el analisis
en términos de tensiones (formulacidn tensional), lo cual no se habia podido hacer anteriormente
debido a que tedricamente en la punta de una grieta las tensiones tienden a infinito,
independientemente de la magnitud de la carga aplicada. Para su formulacion, Irwin plantea que
el proceso de fractura no puede concentrarse en un solo punto, como se deduciria de un analisis
netamente elastico, sino que se presenta en una zona pequefa pero finita, que denomina zona
plastica en la cual, las tensiones ya dejan de ser una zona infinitas por que parte de la energia
elastica se consume en la deformacion plastica del material proximo a la punta. El concepto
principal introducido aqui es el de factor de intensidad de tensiones (K), de gran aplicacion en la
mecanica de fractura. El parametro K esta relacionado con el parametro, mediante las propiedades
elasticas del material y para la condicion de inicio de grieta se considera que K adquiere un valor
critico y por tal razén se denomina factor de intensidad de tensiones criticos o tenacidad a la
fractura Kc.

A pesar de que la LEFM ha sido desarrollada principalmente para el estudio de fracturas en
materiales fragiles o cuasifragiles de alta resistencia como el hormigdn, el acero y aleaciones

industriales, sus importantes desarrollos tedricos y experimentales no deben despreciarse para
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analizar comportamientos similares en otros materiales mucho menos resistentes y rigidos, como

los suelos arcillosos. algunas investigaciones relativamente recientes han elaborado la LEFM para
estudiar fendmenos de agrietamiento de arcillas, por ejemplo Lee et al (1988) Morris et al (1992),
Honrad & Ayad (1997a), Avila et al (2002), etc.

Uno de los aspectos importantes que hacen diferente un analisis convencional de resistencia de
materiales a otro de mecanica de fractura es que en el primer caso la resistencia o tension de rotura
es independiente del tamafio de la fractura o elemento sometido a carga, mientras que en el
segundo, la resistencia puede variar en funcion del tamafio (Bazant, 1984) y permite conocer si
un determinado material se ajusta o0 no a los criterios de la LEFM o si es necesario introducir
correcciones por efecto de tamafio a los parametros Gic y Kic para que pueda considerarse

verdaderas constantes del material, independiente de su tamafio.

Trabajo de Griffith

A. A. Griffith comenz6 su trabajo adentro alrededor de los afios 20. En este tiempo, fue aceptado
gue la fuerza tedrica de un material fue tomada para ser E/10, donde estd médulo E de Young
para el material particular. El consideraba solamente los materiales elésticos, fragiles, en los
cuales ninguna deformacion plastica ocurrié. Sin embargo, fue observado que los valores
verdaderos de la fuerza critica eran tanto como 1000 veces menos que este valor predicho, y
Griffith se propuso investigar esta discrepancia. El descubrié que habia muchas grietas
microscopicas en cada material que estaban presentes siempre. El afirmo que estas grietas

pequefias bajaban la fuerza total del material.

Trabajo de Irwin

B. El trabajo de Griffith era significativo, no obstante no incluy6 los materiales ductiles en su
consideracion. Otro hombre, G.R. Irwin, en los afios 50, comenzé a ver como la teoria se
aplicaria a los materiales ductiles. El se determiné que habia también cierta energia de la
deformacién plastica que tuvo que ser agregada a la energia de tensién considerada
originalmente por Griffith para que la teoria trabajar para los materiales ductiles también,

creando qué se conoce como la tarifa de lanzamiento de la energia de tension.

Conceptos de Energia para Fractura

62



Fractura se define como la culminacion del proceso de deformacion plastica. Se manifiesta como

la separacion o fragmentacion de un cuerpo sé6lido en dos o0 mas partes bajo la accion de un estado
de cargas.

Para fracturar un material se requiere incrementar la carga progresivamente hasta que un proceso
de nucleacion y propagacion de la grieta ocurra. Dependiendo de las condiciones de carga
geométrica del cuerpo y propiedades mecanicas del material, para fracturar un componente
estructural puede ser necesario sostener e incluso incrementar la carga después de la iniciacion de

la grietas.

Frecuentemente las fallas por fractura de componentes estructurales son precedidas por la
existencia de grietas, las cuales pueden provenir de fabricacion o ser generadas en servicio. La
mecanica de fractura tiene como propoésito estudiar la capacidad de soporte de carga de
componentes estructurales, siendo de especial importancia cuando se emplean materiales de alta
resistencia, con los cuales la carga critica de falla por crecimiento inestables de una grieta

usualmente es menor que la carga de falla por fluencia generalizada.

La fractura de un material depende totalmente de las fuerzas externas e internas que existen entre
los atomos es precisamente hay donde se origina una fuerza tedrica que se llamada del médulo
elastico del material. Las fuerzas experimental medidas de la fractura de los materiales se

encuentran para ser 10 a 1000 veces debajo de este valor teérico.

4.1 Bases tedricas

En este tema se presentan las definiciones y conceptos de las metodologias usadas para la
prediccion de vida de los alabes. Primeramente se define el método para determinar la iniciacion
de la grieta por Aproximacion de esfuerzo deformacién local. Posteriormente se describe
Mecanica de fractura por medio de la cual se determinara la propagacion de la grieta hasta
presentarse la fractura. Finalmente se presenta el método de elemento finito para calcular los
pardmetros de fractura, como el factor de intensidad de esfuerzo en la region de la grieta, para

utilizarlo en predicciones analiticas con las que se calcula la razén de crecimiento de la grieta.

4.2 Aproximacion de esfuerzo deformacion local.
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En esta parte se definira el método para determinar el tiempo en que iniciaré la grieta. Este analisis

se realiza con base a las condiciones de trabajo y las propiedades fisicas y mecénicas de los alabes
en las turbinas de vapor, por lo tanto los datos utilizados son los que se han obtenido
experimentalmente y se encuentran registrados en libros para diferentes materiales. La teoria para

la iniciacion de grieta se llama aproximacion de esfuerzo deformacion local.

El concepto de esfuerzo local y deformacién local es la aproximacion mas prometedora para
predecir la iniciacion de la grieta en cuerpos sujetos a cargas de fatiga. La aproximacion se basa
sobre la suposicion (Morrow y otros, 1973) de que la fatiga local resultante del material en un
punto critico, como una fisura o algin otro defecto que es la localizacidn de la iniciacion de la
grieta, es andloga a la fatiga resultante de un pequefio espécimen liso sujeto a los mismos
esfuerzos y deformaciones ciclicos. Neuber en 1961 presento analisis en miembros donde la
iniciacion de la grieta toma lugar en puntos de incremento de esfuerzos, el esfuerzo nominal y
local son relacionados por una resistencia elasto-plastica. Las deformaciones ciclicas en la
localizacion del inicio de la grieta no se pueden medir, en cambio las deformaciones nominales
si son medidas en estos puntos. Por otra parte se pueden medir las fuerzas externas aplicadas y

los esfuerzos pueden ser calculados por medio de programas de elemento finito.

La regla de Neuber proporciona la relacion entre los factores de concentracion de esfuerzo y

deformacién local y el factor de concentracion de esfuerzo teérico.

M

donde K, = Factor de concentracion de esfuerzo teérico
K, = Factor de concentracion de deformacion local

K, = Factor de concentracion de esfuerzo local

Deformacién nominal

@D
1]

& = Deformacién local

Esfuerzo local

Q
I

wn
I

Esfuerzo nominal

64



=&o0 2

E = Modulo de Young.

Conociendo esta regla, se modifica para considerar el andlisis aplicando cargas a fatiga (Topper

y otros, 1969), usando el factor de concentracion de esfuerzo a la fatiga K,y los rangos de

esfuerzo-deformacion local y nominal.

Ae Ao
K, = |—=—
\ Ae AS

y (K ASf
Obteniéndose —E =AeAo 3)

donde AS = intervalo de esfuerzo
Martin y otros en 1969, sugirieron que para cargas uniaxiales, una resultante de histéresis estable

se puede describir por una deformacién ciclica sumando los rangos elasticos y plasticos.

;Ag = ;Age + ;Agp (@)

donde Ag = Rango de deformacion local
Ag, = Parte elastica del rango de deformacion

Aeg ,= Parte plastica del rango de deformacion

Sustituyendo la ecuacion que describe la region plastica o = Ke", en la ecuacion (4) se tiene
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A=

LY
oK' Gj ©)

The 1A0'+(

donde K' = Coeficiente de resistencia ciclica
n' = Exponente de dureza a la deformacion ciclica

Ao = Rango de esfuerzo local

Un método indirecto para determinar el esfuerzo local en un punto critico se puede utilizar.
Consiste en sustituir la ecuacion (5) (Martin y otros, 1969), en la regla de Neuber dada en la
ecuacion (3). Obteniéndose la ecuacion (6) que permite determinar el rango del esfuerzo real por

medio de un proceso de iteracion simple.

yn
Ao-[le- + 2(1Ao-j } = (Kfﬂ (6)
E 2K

E

La vida de esfuerzo para una parte elastica de la amplitud de deformacion se determina a través

de la prueba por Basquin en 1910.
1 : b
SAo=0(2N)) )

donde & = Coeficiente de resistencia a la fatiga.

b = Exponente de resistencia a la fatiga.

2N; = Numero de esfuerzos reversibles para la falla.
El coeficiente de resistencia a la fatiga para el material se da por las amplitudes de esfuerzos reales

para la falla del espécimen bajo un esfuerzo reversible. En términos del rango de deformacion

elstica, la ecuacion (7) es

1 1 .
EAge =Eo-f(2Ni)b (8)
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Se tiene otra relacién (Manson, 1953 y Coffin, 1954) de amplitud de deformacidn pléastica estable

contra el nimero de esfuerzos reversibles para la falla en la siguiente ecuacién

1 o c
EAgp =¢,0,(2N,) 9)

donde &, = Coeficiente de ductilidad a la fatiga.

¢ = Exponente de ductilidad a la fatiga.

Sustituyendo las ecuaciones (7) y (9) en (4) se obtiene

;Ag=éa; (2N +&; (2N, (10)

El coeficiente de ductilidad a la fatiga para el material es dado por la amplitud de deformacion
plastica requerida para la falla del espécimen bajo carga reversible. El coeficiente de resistencia

a la fallay el exponente de ductilidad a la fatiga también se determinan experimentalmente.

Extensos estudios de esfuerzo medio se llevaron a cabo por Topper y Sandor en 1968. Realizaron
pruebas de esfuerzos medios de tensién y compresién sobre especimenes lisos y pre-deformados
ciclicamente. Ellos encontraron la siguiente ecuacion para esfuerzos medios y completamente

reversibles.

Tae =tacstoe (11)
2 2 E

1 . . . .
donde EAS, = Amplitud de deformacion reversible equivalente.

La ecuacion (11) define completamente la amplitud de deformacidn reversible que debe dar la
misma vida cuando la amplitud de deformacion EAg, coexiste con el esfuerzo medio o, . El

exponente a se reporta con un valor de 0.73 para aluminio 2024-T4 y 0.89 para acero SAE 4340.
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Se sugiere que el exponente a se puede tomar como la unidad y el efecto del esfuerzo medio ser

incluido modificando la ecuacion (10) obteniéndose

;Ag:é[a; —o,J2N,  + ¢, (2N, ) (12)

La ecuacion anterior se utilizara para determinar el nimero de ciclos del esfuerzo reversible para

gue se presente la grieta.

4.3 Mecénica de fractura.

La mecénica de la fractura es la parte de la mecanica de sélidos que relaciona el tamafio y forma
de una grieta y las fuerzas o cargas que provocan la fractura de un componente de forma y
dimensiones definidas. Esta disciplina provee las bases y la metodologia para el disefio y
evolucién de componentes agrietados a fin de determinar si la grieta es peligrosa y desarrollar
estructuras mas resistentes y tolerantes de defectos. También es de gran utilidad en aquellos
componentes que ya han sido construidos o fabricados he incluso que ya fallaron, para proveer
los criterios de aceptacion o rechazo, frecuencia de inspeccién y para definir los limites de
operacion. Todo esto, se apoya en el calculo de la distribucion de esfuerzos, deformacion, y
desplazamientos alrededor de la grieta y en el establecimiento de los balances de energia que

tienen lugar durante la extension de una grieta.

Existen varias metodologias de analisis de fractura (Gonzélez, 2004), dependiendo del
comportamiento de los materiales, la extension de la deformacién plastica que precede a la
fractura, y en funcion de la dependencia del tiempo. Desde el punto de vista del comportamiento

de los materiales se obtienen dos tipos de fracturas:

Fractura fragil. Se presenta cuando la deformacion de la mayor parte del cuerpo es eléstica, de
manera que después de la fractura, los fragmentos de la pieza pueden volver a juntarse sin que
haya cambios significativos en la geometria.

Fractura ddctil. Ocurre después de una apreciable deformacion pléastica.

Con respecto a la extension de la deformacion plastica la fractura se clasifica (ver figura 1) como:
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Fractura lineal elastica. Cuando la extension de la zona pléstica esta confinada a una pequefia

region frente a la punta de la grieta y la deformacion del resto del cuerpo es eléstica.

Fractura elastoplastica. La zona plastica se extiende en el total remanente del ancho de la pieza
pero permaneciendo como una region relativamente estrecha alrededor del plano de la grieta.

Colapso pléastico. La fractura es precedida de deformacidn plastica generalizada.

Con base a su dependencia del tiempo la fractura de clasifica como:

Fractura estatica. Esta se presenta bajo una sola aplicacion de carga de un sélido que contiene
una grieta inicialmente estatica que comienza a propagarse rapidamente en condiciones de

inestabilidad. Aqui se incluyen la fractura fragil, la fractura dictil, y el colapso pléastico.

Fractura lenta, retardada o estable. Es la fractura que ocurre por la propagacion lenta de una
grieta a través del tiempo o por la accion de cargas repetitivas o fluctuantes. Es de caracter estable
e incluye a la fatiga, la propagacion de grietas por termofluencia y al agrietamiento por corrosion

y esfuerzos.

La mecanica de fractura considera que el proceso de fractura inicia con una grieta que se propaga
hasta la separacion final o fragmentacion de la pieza. La propagacion de las grietas se pueden
presentar de dos maneras, estables e inestables. Son estables cuando el crecimiento de la grieta
puede detenerse al disminuir o desaparecer los esfuerzos, e inestables cuando se propaga de

manera rapida, autoacelerada y es practicamente imposible de detener.

Grieta Deformacion plastica
I'4 global

/

Zona plastica Zona plastica

(@) (b) (©)

Figura 1. Clasificacion de fractura con respecto a la extension de la zona plastica; (a) lineal-
elastica, (b) elastoplastica, (c) Colapso plastico. (Gonzélez, 2004)
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La mayoria de los componentes estructurales y mecanicos se disefian y operan en condiciones

que producen esfuerzos por debajo del limite elastico del material, la aproximaciéon mas comdn
es la de mecénica de fractura lineal-elastica (MFLE). Aqui la mecénica de fractura toma en
cuenta para el analisis el tamafio de la grieta, aumentando el nimero de interrelaciones que se

pueden considerar en un disefio. En la figura 2 se muestran estas interrelaciones.

Se ha encontrado a través varios trabajos de investigacién realizados por diferentes autores que
considerar la presencia de grietas en un componente mecéanico es muy importante, ya que la grieta
potencialmente conduce a una falla, y cuando las condiciones de servicio propician la propagacion
de grietas, el periodo de tiempo en que se propaga una grieta hasta la falla, constituye la vida util
del componente.

Grieta % 4—»/' Material

Interrelaciones
del disefio por

mecanica de
fractura
1’4 R
. —>
Geometria Cargas

Figura 2. Variables de analisis estructural introduciendo la mecéanica de fractura.
(Gonzélez, 2004)

Conocer la carga de fractura para un tamafio de grieta especifico y el tamafio de grieta maximo
tolerable antes de la fractura, permite establecer las condiciones de carga y tamarios de grietas
para operar en forma segura una estructura, determinando la resistencia residual. El anélisis de
la resistencia residual con base en la MFLE se fundamenta en la aplicacion de un parametro que
caracteriza la fractura, llamado factor de intensidad de esfuerzos (K), el cual en el siguiente tema
se definird detalladamente ya que en este trabajo de investigacion es uno de los parametros
principales para determinar la vida util de los alabes con propagacion de grieta. Otros pardmetros

que se pueden utilizar para describir la propagacion de la grieta son:

a) J- integral, la cual se puede definir como una linea integral independiente de la trayectoria

gue mide la fuerza de la deformacidn y el esfuerzo singular cerca de una punta de grieta.
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b) Velocidad de liberacion de energia (G), la cual representa la cantidad de trabajo asociado con

una grieta abriéndose o cerrdndose.

Propagacion de la grieta

En esta parte se observara el procedimiento de estimacion de vida después de que aparece la
grieta, es decir se analizara la propagacién de la grieta. Generalmente todas las pruebas del
crecimiento de grieta se realizan sujetando al agrietamiento del espécimen a fluctuaciones de
carga de amplitud constante con un rango de esfuerzo Ao hasta el final de la fractura. La vida
por fatiga se representa por el ndmero de ciclos transcurridos hasta la fractura. La vida
aprovechada se puede registrar hasta que aparece la grieta y se propaga hasta antes de que tome

lugar el crecimiento rapido.

La magnitud de la amplitud de esfuerzos tiene una significante influencia sobre la propagacién
de la grieta. Para amplitudes de esfuerzos grandes la vida de propagacion de la grieta es pequefia,
y se incrementa con una reduccién en el nivel de carga. La vida de propagacion de la grieta
depende también del tamafio de grieta inicial, esta disminuye con la longitud de grieta inicial para
una carga de amplitud de esfuerzo constante, existiendo un mayor aprovechamiento con una

longitud de grieta muy pequefia.

De la aproximacion de mecénica de fractura se puede identificar que el factor de intensidad de

esfuerzos juega un papel importante en el comportamiento de la fractura estructural. La razén de
crecimiento de la grieta esta dada por da/dN , en la cual la longitud de la grieta a crece con el
ntmero de ciclos de la carga aplicada N. La ley de Paris relaciona el crecimiento de la grieta con

respecto al intervalo del factor de intensidad de esfuerzo de la siguiente manera

da m
an = ek (13)

donde AK es el rango del factor de intensidad de esfuerzo, C y m son constantes empiricas. Este
método requiere la hipotesis de que se mantienen las ecuaciones de deformacion plana,

suponiendo un material isotropico elastico.
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En la tabla 1 se presentan valores de C y m para varias clases de materiales. Reacomodando los

términos e integrando ambos lados de la ecuacion (13), se tiene

[ da= LN‘ c(aK, )"dN (14)

Aqui a,es la longitud inicial de la grieta, a; es la longitud final correspondiente a la fallay N

es el nimero de ciclos estimado que se requiere para gque se produzca una falla.

La siguiente ecuacion determina la longitud de la propagacion de la grieta por ciclo en términos

del rango de esfuerzo y de la longitud de la grieta promedio.

33 =0.000631A0 )" (a micrones/ciclo (15)

avg

donde Ao es en MPay aaq €n metros.

Tabla 1. Valores del factor C y exponente m en la ecuacion (14). (Shigley, 2002)

MATERIAL ECUACION Y UNIDADES

Aceros da _ ) A
Ferrito-perliticos m(m/cmlo) = 6-9(10 1 XAK Mpax/m)s

jz(m/ciclo) =3.6(10™°)(AK kpsi-/in |’

Aceros

martensiticos gz(m/ciclo)zl.%(lom JAK MPa./m f*

jz(in/ciclo)z 6.6(10° JAK kpsi-/in |*

Aceros
Inoxidables 3;(' n/ciclo)= 5.6(10_12 XAK M Pax/a)ﬂs

austeniticos

:j'f}(in/ciclo) =3.0(10" XAK kpsixﬁ)&25

4.4 Factor de intensidad de esfuerzo.
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Como se menciono antes la mecéanica de fractura se basa en el calculo del campo de esfuerzos y

deformaciones alrededor de una grieta, los cuales provocan el desplazamiento relativo de las
superficies de fractura en un cuerpo. Se muestra en la figura 3, los tres modos béasicos de
desplazamiento de las superficies de una grieta que pueden ocurrir en un cuerpo al aplicar carga.
El modo | es la abertura de la grieta en direccion perpendicular al plano de fractura, el modo Il se
refiere al desplazamiento de las superficies en sentidos opuestos pero en la direccion de avance
de la grieta, y el modo Il es el desplazamiento fuera del plano en direccion perpendicular a la
direccion del avance. El caso general es la combinacién de los tres modos, el cual resulta muy

complicado analizar.

S

Modo I Maodo IT Modo I1T
ajl h) ol

Mode O

Figura 3. Modos de desplazamientos.
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Para realizar el andlisis de la fractura, el primer problema es el calculo del campo de esfuerzos

alrededor de una grieta. Sea una grieta en modo I, en una placa de espesor uniforme, sometida a

un esfuerzo de tension también uniforme. En un punto cualquiera situado en una posicion (r, 0)

de la punta de grieta hay un estado de esfuerzos particular o;; como se muestra en la figura 4. Si

la placa es muy delgada, no habra suficiente material en la direccion transversal (z) para transmitir
fuerzas y por lo tanto el esfuerzo en esta direccién es cero. Como los Unicos esfuerzos mayores a
cero son los que estan en el plano xy, se tiene la condicion de esfuerzo plano. Por el contrario, si
la placa es muy gruesa, el espesor resiste la contraccion en la direccion z y se genera un estado

de deformacion plana con componentes de deformacion solo en las direcciones x y y. Las
componentes del esfuerzo plano en un punto son: o,,, o,y 7, .
El factor de intensidad de esfuerzos es el pardmetro mas significativo de mecéanica de fractura

lineal eléstica ya que define la magnitud de los esfuerzos alrededor de la grieta. Su forma mas

general, es expresado matematicamente como:

K=Yo/m (16)

L

Crieta
Figura 4. Sistema de coordenadas alrededor de la grieta.

donde Y es un pardmetro que involucra la geometria de la grieta y del componente, a es el tamafio
de la grieta y o una funcion que representa la magnitud del esfuerzo en el componente. Cuando
se alcanza el valor critico del factor de intensidad de esfuerzo, conocido como tenacidad a la
fractura y denotado por K¢, ocurre la fractura. La tenacidad a la fractura constituye una propiedad
del material medible por pruebas de laboratorio. El criterio de fractura de la MFLE establece que

ocurrira fractura cuando K > K.

En la tabla 2 se tiene la solucion de los modos |, 11, 111, para obtener los esfuerzos alrededor de la
grieta en una placa infinita. En la tabla 3 se muestra como determinar los factores de intensidad

de esfuerzos para geometrias simples. Cabe mencionar que solo se presentan para tres casos sin
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embargo en los libros se tienen varias geometrias. Las expresiones para el factor de intensidad de

esfuerzos en realidad pueden llegar a ser bastante complicadas, en particular para cuerpos de

dimensiones finitas con geometrias complejas. Por causa de la complejidad de calcular el K, se

tienen varios métodos los cuales se clasifican en:

a) Solucién analitica.

b) Solucion por métodos numéricos (elemento finito, integral limite, etc.).

c) Maétodos experimentales (complianza, fotoelasticidad, extensometria, etc.).

d) Maétodos indirectos (propagacion de grietas por fatiga, fractografico, etc.).

En este andlisis se utilizara el método numérico, para determinar el factor de intensidad de

esfuerzos en el alabe y grupo. Por lo tanto se definira detalladamente en el siguiente tema el

proceso para determinarlo en el programa de elemento finito ANSYS

Tabla 2. Solucién para los modos I, 11, 11l en una placa infinita.
Modo | Modo 11 Modo Il
o, = co{gj[l—sen[gjsen(igﬂ Oy =— Ky seng 2+cos€cos% T =ﬂseng
o Voar N2 2 2 22 2 2 <22
K, 0 0 30 K, e 6 30 K (2
=—Lcog - |1 - = = sen—cos—Cos—- = COS—
o, e co 2]{ +sen(2jsen( > H oy \/ﬁ 2 > > Ty, ot >

Ty = \/% CO{%)SGH(%) CO{%)

K, 0 0 30
T, = COS—| 2—sen—sen—
2 2 2

Las demas componentes

Yo oar son cero
o,=0 (esfuerzo plano) o, =tlo,+a,)
o, = V(o'xx + Uw) (deformacion K, =7 K, =/
plana)
Ty 7y, =0

Tabla 3. Factores de intensidad de esfuerzos para geometrias simples.

Geometria K
T T T Placa con grieta central:
K, :aﬁ(secﬂaj
w W
l l l o Ky =7./ma
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T T T Placa con grieta lateral:

a K, =Yo-/a

Y =1.99-0.4a'+18.7a”-34.8a°+53.85a"

22 o | a=(a/w)

T Compacta de tension (CT):

Q P [0.886+4.64a-13.32a%+14.72a°-5 6"
el K, = 5 /W N2

O N (1— a)

S w a'= (a/W); B = espesor

P

Para el crecimiento de grieta en una fisura semieliptica en el limite de la placa como se muestra

en la figura 5. El factor de intensidad de esfuerzos se define para este caso como:

AK =1.12A0 . [z, | k(sj ,(1,5) (17)

donde f,(4,5) esta dado en la figura 6 y k(ij en la tabla 4.

La ecuacion (17) es muy importante en el modelamiento de grietas presentadas en la raiz del
alabe. La fisura del alabe de la raiz en un alabe se puede modelar como semieliptica y el factor de

intensidad de esfuerzo determinarse para el propdsito de calculos de la mecéanica de la fractura.
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Figura 5. Crecimiento de grieta de una fisura semieliptica.

f(4.0)

. . G - . . . .
Figura 6. Factor de intensidad de esfuerzo para crecimientos de grieta de fisuras semielipticas en el limite.

a
Tabla 4. k(bj en ecuacion (17). (Rao, 2000)

a k[

b

0.1 1.03
0.2 1.07
0.3 1.15
0.4 1.22
0.5 1.35
0.6 1.5
0.7 1.69




0.8 191
0.9 2.2
1 2.55

MccClintock predijo la existencia de un valor umbral del factor de intensidad de esfuerzo a través
de un analisis elastico plastico. Schmidt y Paris en 1973 confirmaron estos resultados e indicaron

que podria tener un significante efecto sobre la propagacion de grieta a la fatiga el factor de

intensidad de esfuerzos umbral (AK,, ). Para una relacion de esfuerzo mayor que 0.1, para aceros

martensiticos, bainiticos, austeniticos y ferrita-perlita se tiene que
AK, =7(1-0.85R)MPa-/m  R>0.1 (18)

donde R = Km% = Gmy o R= (am -0, )/(O'm +0,) o, = esfuerzo alternativo.
max O-max

Para R menos que 0.1 el factor de intensidad de esfuerzo umbral para la propagacién de la grieta

es constante, dada por
AK, =6 MPa-/m R<0.1 (19)

La ecuacion general de AK esta dada

AK = Ac(ma) (Kj (20)

0

La relacion K% corrige la geometria del problema.
0

4.5 Analisis de fractura por elemento finito.

El programa de elemento finito ANSYS se utilizard para determinar el factor de intensidad de
esfuerzos a diferentes tamarios de grietas del grupo de alabes. Posteriormente utilizar los valores
de K para estimar la propagacion de la grieta. Para realizar el calculo por ANSY'S se deben llevar

a cabo dos principales aspectos de este procedimiento (ANSYS, 2006):

1.- Modelado de la regién de la grieta.

2.- Célculos de los parametros de la fractura.
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Modelado de la grieta.

La region més importante en un modelo de fractura es la region alrededor del limite de la grieta.
Se puede referir al limite de la grieta como una punta de grieta en un modelo de
2D y frente de grieta en un modelo de 3-D. Esto se ilustra en la figura 7.

Frente de grieta

Caradegrieta |/~ ZJ
| T~ Puntade grieta

\

Figura 7. Punta de grieta y frente de grieta.

En problemas lineales elasticos, sea demostrado que los desplazamientos cerca de la punta de
grieta (o frente de grieta) varia Jr , donde r es la distancia de la punta de grieta. El esfuerzo y la

deformacién son singulares en la punta de grieta, variando 1/Jr . Para adquirir la singularidad
en la deformacién, las caras de las grietas deben ser coincidentes, y los elementos alrededor de la
punta de grieta (o frente de grieta) deben ser cuadraticos, con los nodos medios colocados a un
cuarto de los puntos. Tales elementos son llamados elementos singulares. La figura 8 muestra

ejemplos de elementos singulares para modelos 2-D y 3-D.

El primer elemento PLANES82, es solido triangular compuesto de 6 nodos, el segundo es elemento
cuadrado y se compone de 8 nodos. La primera fila de elementos alrededor de la punta de grieta
se ilustra en la figura 6. En ANSYS con el comando KSCON se puede asignar el tamafio de los
elementos de division alrededor del punto de grieta. También este comando permite controlar el
radio de la primera fila de elementos en la direccion circunferencial. También se deben cumplir

los siguientes puntos para el modelo

e Tomar la ventaja de simetria cuando sea posible.
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e Para obtener resultados razonables, la primera hilera de elementos alrededor de la punta

de la grieta debe tener un radio aproximado a/8 o menos, donde a es la longitud de la

grieta en la direccion circunferencial, més o menos un elemento cada 30° o 40°.

e La punta de los elementos no debe estar distorsionada, y debe de tomar la forma de un

triangulo isosceles.

SOLIDSS

(b)
(a) 2-D modelg and (b) 3-D models
Figura 8. Ejemplos de elementos singulares; (a) modelos 2D, (b) modelos 3D

e Los tipos elementos recomendados para el modelo de fractura 2D es PLANE2 y
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El tipo de elemento recomendado para modelos 3D es SOLID95, es un elemento ladrillo con 20

nodos. La figura 8 muestra estos elementos, la primera fila de elementos alrededor del frente de
la grieta deben ser elementos singulares. Se observa que el elemento es formado en cufia, con la
cara KLPO colapsada en la linea KO. La generacién del modelo en 3D es considerado mas
complejo que el modelo 2D. El comando KSCON no esta disponible, y se debe asegurar que el

frente de la grieta esta a lo largo del limite KO de los elementos.

Otras medidas para el mallado en modelos 3D son las siguientes:

e Las recomendaciones del tamafio del elemento son las mismas que para los modelos 2D.
En adicién la relacion de aspecto no deben exceder aproximadamente 4 a 1 en todas

direcciones.

o Para frentes de grietas curveados, el tamafio del elemento a lo largo del frente de la
grieta dependeré de la cantidad de curvatura local. Como una guia burda, se puede tener

un elemento cada 15° a 30° a lo largo de un frente de grieta circular.

e Todos los limites de los elementos deben ser rectos, incluyendo el limite sobre el frente

de grieta.

Calculo de los parametros de fractura.

Una vez realizado el analisis estatico, se usa POST1, que es el procesador general, para calcular
los pardmetros de fractura. Como ya se menciona el programa ANSYS puede determinar tres
parametros diferentes. Sin embargo a continuacion se describird solamente el proceso para el
factor de intensidad de esfuerzos (ANSY'S, 2006).

Con el comando KCALC en POST1 (Main Menu>General Postproc>Nodal Calcs>Stress Int
Factr) calcula los factores de intensidad de esfuerzos en modos mezclados K, Ky, y K. Este
comando esta limitado a problemas elasticos lineales con homogeneidad, material isotropico
cerca de la region de la grieta. Para usar apropiadamente KCALC, se siguen los siguientes pasos
en POST1.
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1.- Definir un sistema de coordenadas para la punta de grieta o frente de grieta, con x paralelo a
la cara de la grieta (perpendicular al frente de la grieta en modelos 3D) y y perpendicular a la cara

de la grieta, como se muestra en la siguiente figura.

¥

Carade la
grieta r
N, ]
Hu
2D Punta

Frente de grieta
Cara de la grieta

Figura 9. Sistema de coordenadas en el modelo de grieta.

2.- Definir una trayectoria a lo largo de la cara de la grieta. EI primer nodo sobre la trayectoria
debe ser el nodo de la punta de la grieta. Para el modelo de media grieta, dos nodos adicionales
se requieren, ambos a lo largo de la cara de la grieta. Para un modelo de grieta completa, donde
ambas caras de la grieta se incluyen, se requieren cuatro nodos adicionales: dos a lo largo de una

cara de la grieta y dos en la otra cara. Esto se ilustra en la figura 10 para casos de modelos 2D.

' s

(b)

Figure 10. Definiciones de trayectorias tipicas; (a) modelo de media grieta, (b) modelo de grieta
completa.

3.- Calcular Ki, Ky, y K. EI campo KPLAN en el comando KCALC especifica si el modelo es
deformacion plana o esfuerzo plano. Excepto para el andlisis de placas delgadas, el
comportamiento de esfuerzo asintético o cerca de la punta de grieta es usualmente a través de
deformacion plana. En el campo KCSYM se especifica si el modelo es de media grieta con
condiciones de frontera simétricas, un modelo de media grieta con condiciones de frontera

antisimétricas, o un modelo de grieta completa.



REQUERIMIENTOS DE TAMANO

Existen exigencias rigurosas en cuanto al tamafio de espécimen. Estas son un resultado de la
condicion que debe existir para deformacion plana en la punta de la grieta. Se ha mostrado que el
espesor tiene que ser grande con respecto al tamafio de la zona plastica, por otra parte el esfuerzo
plano se podria desarrollar. Hay siempre una region de esfuerzo plano en la superficie de
espécimen, y para la deformacién plana predominante, la region de esfuerzo plano en la superficie

tiende ser relativamente pequefio. Esto significa que el espesor tiene que ser grande.

Es evidente que el grosor debe ser un multiplo del tamafio de la zona plastica. Ya que éste es
proporcional a Kyt /o , el requerimiento indica que el espesor B debe ser B > oK. /o7 . De
acuerdo a la figura 7.5 los valores de Kic consistentes se obtienen si a >= 2.5, valor adoptado
en el requerimiento ASTM. Para valores mas pequefios de « las regiones de esfuerzo plano en

la superficie del espécimen son relativamente grandes y influyen demasiado, resultando una

dureza aparente mas alta que el K¢ verdadero por deformacién plana.

Un requisito similar se tiene para el tamafio de la grieta: la zona plastica debe ser pequefia
comparada a la longitud de la grieta. Esto fija una condicién de limitacién al tamafio relativo de
la grieta. También, hay otro problema importante que fija una condicion de limitacién al tamafio

absoluto de la grieta. De la relacion entre el esfuerzo de fractura y el tamafio de la grieta,
o, =K. /~/7a estosigue que o, llegaa ser infinito para valores pequefios de a. Esto no ocurre
en realidad, ya que o, =o, paraa =0, como se muestra en la figura 7.6. Si el tamafio de la

grieta es mas pequefio que @, en lafigura 7.6, la fractura podria ocurrir en un esfuerzo mas bajo

que lo predicho por Kic. La fractura en A se produciriaen K, =o,+/7a como el Kic, mientras

que el resultado debe haber sidoen K. = o, <Jma silafractura ocurriera en B (figura 7.6). Esto

significa que el KIC aparente del espécimen es més bajo que el KIC verdadero: el espécimen

mostraria un resultado erréneo. La figura 7.7 demuestra que el tamafio de la grieta debe ser

a> 2.5K,2C / 0'53 para asegurar valores constantes de Kic. El K\c aparente para el dato de pequefia

grietaen la figura 7.7 es mas alto que el Kic real, en contradiccion a la prediccion de la figura 7.6.
La discrepancia es debido al hecho de que el tamafio relativo fue pequefio también (con respecto

a la zona plastica), el tamafio absoluto de la grieta podria todavia haber sido suficiente.
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Aparentemente ambos B y a deben ser mas grande que 2.5K,2C /05S . Si el tamafio de la zona

plastica de deformacion plana se tomaen r, = (1/37[)K,2C /05S , Sigue que a 'y B deben ser por lo

menos 25 veces la anchura de la zona plastica. Las otras dimensiones del espécimen se adaptan
apropiadamente, W = 2a y también 2B = W para los especimenes estandares. La longitud del
espécimen la curveado es 4W, y la longitud del espécimen compacto de la tension es 1.2W.

Los requerimientos implican que el valor anticipado de K,c se debe estimar antes de la prueba,
para obtener las dimensiones requeridas del espécimen. La prueba entonces se realiza, y el valor
de K en la fractura se determina por las ecuaciones (7.1) - (7.4). Este valor de K se denota como

Ko, la tenacidad a la fractura del candidato. Entonces hay que checar si a y B son méas grandes

que 2.5K,2c /05S . Si es asi, Kq es el Kic que se determinard, proporcionado también que los otros

requisitos estén satisfechos. Si no, el resultado es invalido.

EFECTO DEL ESPESOR

El efecto del espesor se relaciona a la transicién gradual desde deformacion plana total hasta
esfuerzo plano total. Cuando la region de superficie donde el esfuerzo plano predomina llega ser
relativamente pequefio en paneles gruesos, su influencia puede ser despreciable y el
comportamiento llega ser independiente del espesor. En paneles delgados la region de esfuerzo
plano no es pequefia en comparacion a la region de deformacion plana, y el esfuerzo nominal en
el incremento de la fractura con la relacion de incremento entre el tamafio de las regiones del
esfuerzo plano y deformacidn plana. La transicion en el modo de fractura de tensién plana a 45°

de inclinacién esta relacionada a esta misma relacion.

Debe ser puntualizado que el efecto de la resistencia de fluencia sobre la tenacidad es mucho mas
grande en la region transicional que en esfuerzo plano o deformacién plana. Esto es trazado en la

figura 8.12. Si no hay influencia de la resistencia de fluencia sobre el maximo (esfuerzo plano)

K, » Y sobre K, todavia habria un efecto sobre comportamiento transitorio. El

comportamiento depende sobre la relacion de la cantidad de material en esfuerzo plano a la

cantidad de material en deformacién plana. Alternadamente, esta relacion depende sobre el
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tamarfio de la zona pléastica y por lo tanto sobre la resistencia de fluencia. Una mas alta resistencia

de fluencia produce una zona plastica mas pequefia: hay mas material en deformacion planay la
tenacidad es baja (figura 8.12a). Realmente chmax y K, también dependen sobre el esfuerzo de
fluencia (figura 8.12b), la cual causa la influencia de la resistencia de fluencia sobre el
comportamiento transitorio, a ser incluso mayor. Aunque hay un apropiado entendimiento
cualitativo del efecto del espesor, un modelo cuantitativo aceptado no existe todavia. Pocos
modelos han sido propuestos. Bluhm [29] propuso un modelo cuantitativo basado en dos

suposiciones:

a.- El tamafio del borde cortante en fractura es independiente del espesor, es decir la transicién de
deformacion plana en el interior del esfuerzo plano en la superficie siempre ocurre en el mismo
volumen de material. Esto implica que el tamafio del borde cortante es igual a la mitad del espesor

maximo en el cual se convierte en esfuerzo plano total.

b.- La fractura plana es un fenémeno superficial, mientras la formacion del borde cortante es

volumétrico. La energia en fractura plana se supone ser proporcional al tamafio de las partes

fracturadas (B — B,). La energia de la fractura del borde cortante se supone proporcional a

(B/2)’ hasta B, € igual a (B, /2) arriba de Bo, donde B es el espesor méaximo en el cual el

esfuerzo plano se puede desarrollar completamente.

Broek and Vlieger [24] propusieron otro modelo, el cual es una extension de uno establecido por

Isherwood y Willianms [30] para esfuerzo plano. Predicen que K, gradualmente se aproxima a
K. para grandes valores de B. Para el caso donde el espesor apenas cumple la condicién de

ASTMde B=25- K,C/ajs el K,. medido no es todavia igual al K, real. La diferencia depende

sobre las propiedades del material. El esfuerzo plano puede desarrollarse completamente si el
tamafio de la zona pléstica esta en el orden del espesor de la placa. Esto significa que B, debe ser
igual al tamafio de la zona pléstica en deformacion plana. El Gltimo es aproximadamente igual a
dos veces la correccién de la zona pléstica. Por lo tanto
2
ch

B, = M)

2
ys
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Si el espesor B es suficiente para satisfacer la condiciéon ASTM, sigue de la ecuacién (1) que

B, /B =0.425. Para un material con ¢, =0.3, o, =50 kg/mm? y E=7000kg/mm?® se

E
K _ e 515 Bo que E“=1.038. La tenacidad de

encuentra de la siguiente ecuacion =
K \ 240, B

Ic
fractura que se debe medir en la prueba de deformacidn plana valida debe aln estar sobre el cuatro

por ciento arriba del K. verdadero. Para materiales con mas altos o, ladiferencia es pequefia.

Un acero con &; =0.1, o, =200kg/mm? y E =21000kg/mm? , presentara un valor de

tenacidad solamente un por ciento arriba de su K. verdadero.

Anderson [31] realizo un analisis de datos disponibles sobre el efecto del espesor. El decidié que

una disminucién lineal de K. con el espesor es una razonable de los datos (ver figura 8.14). Con
el conocimiento de los dos valores de tenacidad “basicos”, Ky, 'y Ki, es posible determinar el
diagrama de tenacidad de la figura 8.14. El punto A se puede derivar de la condicion

B, =Kg/370},, y el punto C de la condicion de ASTM para deformacion plana

B, =25Kg /o}. .

Otra explicacién para el efecto del espesor se presenta en los trabajos de Sih y Hartranft [32],
quienes han puntualizado que la liberacion de la energia por unidad de longitud del frente de la

grieta es una funcidn del espesor y no una constante. La energia liberada por unidad de extension
de grieta en una placa de espesor B esta dada por GB, donde G se denota como la razon

promedio de energia liberada. La cantidad G se incrementa con el espesor.

En vez de usar G es posible usar una intensidad de esfuerzo promedio K. De acuerdo a Sih y
Hartranft la intensidad de esfuerzo varia a lo largo del frente de la grieta. Con el mismo esfuerzo,

la intensidad de esfuerzo es més bajo en esfuerzo plano que en deformacion plana. Esto implica
que la intensidad de esfuerzo promedio K esta mas bajo si una parte mas grande del espesor esta

debajo del esfuerzo plano. Asi, que el factor de intensidad promedio K en una condicion de modo

mezclado es mas bajo que el factor de intensidad de esfuerzo ‘“aparente” definido por
K, =o+/7a . En caso de deformacion plana K=K, . Se puede suponer que la falla podria

ocurrir si la intensidad de esfuerzo promedio es igual a Ki.. Esto significa que la tenacidad de
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fractura “real” se supone no depender sobre el espesor, y que esta tenacidad “verdadera” es Kic.

La dependencia aparente de la tenacidad sobre el espesor es entonces debido al hecho que Kic se
basaen K =o+/7a,y de acuerdo a Sih y Hartranft, esta es una intensidad de esfuerzo aparente
y no la intensidad de esfuerzo verdadero. El criterio de fractura entonces es: K=K, . La

tenasidad aparente Ky se obtiene de:

Ky _ov/m (8.24)
K K

Ic

Puesto que K es una funcion del espesor, la ecuacion (8.24) muestra como K, varia con el

espesor. Los valores numéricos para K se pueden derivar de las graficas presentadas por Sih y
Hartranft.

Una comparacién de datos de prueba con varios modelos de espesores es hecha en las figuras 8.15

y 8.16. Los datos de prueba no muestran concordancia con los modelos si las curvas son usadas

basadas sobre valores apropiados de o, y & . Sin embargo a continuacion se presenta

K, B
¢ = 1492
K, | q B

(25)
Esta ecuacion generaliza la ecuacion de Broek y Vlieger y la propuesta por Sih y Hartranft para
un mejor ajuste obtenido por adaptacion del factor g. Este factor depende sobre que se supone por
el tamafio de la zona plética y sobre el criterio para el desarrollo de esfuerzo plano. Ya que estas
suposiciones son mas 0 menos arbitrarias no hay objecion en adaptarlas. Estas han sido hechas en

las figuras 8.15 y 8.16a.

La figura 8.16b muestra una comparacion de los mismos datos de prueba con el modelo de Sihy
Hartranft.

K no es solamente una funcion de B, pero también del tamafio de la grieta a. Por lo tanto la
cantidad B/a es registrada a lo largo de la abscisa. Ademas, depende sobre el parametro p, el cual

puede tomar valores como muestra. Cuando considerando la informacion para un espesor (no
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varia mucho en K,.) se puede concluir que cualquier dependencia de K sobre el tamafio de la

grieta, como se predice por el modelo, es también fuerte, o también la suposicién, que la tenacidad

“verdadera” del material no depende sobre el estado de esfuerzo, es incorrecto.

Mechanisms of fatigue-crack propagation in ductile
and brittle solids

R.O. RITCHIE
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Introduccion

La fatiga ciclica involucra el dafio microestructural y falla del material bajo cargas variando
ciclicamente. Los materiales estructurales, sin embargo, son raramente disefiados con
composiciones y microestructuras optimizadas por resistencia a la fatiga. Las aleaciones metalicas
son generalmente disefiadas para resistencia, intermetalicos para ductibilidad, y cerdmicos para
tenacidad; adn, si algunos de estos materiales en el servicio de ingenieria, su integridad estructural
es a menudo limitada por su resistencia mecanica bajo cargas ciclicas. Generalmente es
considerado que sobre el 80 porciento de todas las fallas en servicio pueden ser descritas por
fatiga mecanica, en asociacion con plasticidad ciclica, deslizamiento o contacto fisico (fatiga por
corrosion), o temperaturas elevadas (fatiga por creep). De acuerdo con un gran volumen de
literatura que ha sido recopilada particularmente sobre los pasados veinticinco afios, desarrollando
con la mecénica y mecanismos de falla por fatiga mecénica; sin embargo, la mayoria de esta gran

cantidad de investigaciones pertenece solamente a materiales metalicos

A pesar de esta preponderancia de informacidon sobre fatiga de metal, ha habido un incremento
interesante en el uso de alta resistencia, materiales quebradizos, semejantes como ceramicos,
intermetalicos y sus respectivos compuestos, para aplicaciones estructurales donde la carga ciclica
es critica [Harrison y Winstone, 1996; Kochendorfer, 1996]. Esto ha sido particularmente
enfocado en aplicaciones con temperaturas elevadas, para fuselajes y especialmente componentes
de maquinas (Kochendorfer, 1996), pero en el caso de cerdmicos a temperaturas inferiores para
mecanismos de implantes biomédicos (Ritchie, 1996). Algunos de estos materiales son ceramicos,

titanios que son aplicados en parte de motores automotrices y en alabes de turbinas de gas.
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Mientras que estos materiales ofrecen una mejor resistencia a altas temperaturas comparados a

aleaciones metalicas convencionales, ellos sufren en general de una pronunciada falta de
tolerancia de dafio en la forma de una extrema sensibilidad de los defectos preexistentes. Ademas,
esto ha llegado a ser aparente para metales similares, sélidos quebradizos semejantes pueden
adicionalmente mostrando una marcada susceptibilidad para falla prematura bajo cargas de fatiga
ciclicas (Dauskardt y otros, 1987).

Los mecanismos asociados con la propagacion de grieta a la fatiga en materiales quebradizos,
tales como monoliticos y compuestos cerdmicos e intermetalicos, son absolutamente distintos de
estos cominmente encontrados en fatiga de metal; por otra parte, su comportamiento de la razon
del crecimiento de la grieta (da/dN) muestra una marcada alta sensibilidad para la intensidad de
esfuerzo aplicado (K) que se observa en la mayoria de los metales (figura 1) (Ritchie y Dauskardt,
1991). Sin embargo considerando el crecimiento de la grieta como una competicion mutua entre
los mecanismos intrinsecos microestructurales dafiados, los cuales promueven la extension de la
grieta delante de la punta, y los mecanismos extrinsecos de proteccion de la punta de grieta, qué
actlan primeramente detras de la punta para retardar el crecimiento de grieta (Ritchie, 1988) una
concordancia especifica del comportamiento entre la fatiga de materiales dictiles y fragiles se
puede encontrar, diferenciando solamente en la importancia relativa de los mecanismos

intrinsecos y extrinsecos.

El objetivo de este articulo es describir esta concordancia comparando y contratando los
mecanismos salientes que afectan la propagacion de las grietas de fatiga en materiales ddctiles y
fragiles. Se inicid con una breve revision de la distincion entre los mecanismos intrinsecos y

extrinsecos los cuales pueden afectar el crecimiento critico y subcritico de grietas.

De la perspectiva de encontrar cualquier concordancia en mecanismos del crecimiento de la grieta
a fatiga en diversos materiales, esto es la naturaleza especifica y, mas significante, la importancia
relativa de los mecanismos intrinsecos (dafios) contra los mecanismos extrinsecos (protegen) los

cuales distinguen el comportamiento ciclico de la fatiga de solidos ddctiles y fragiles.

Esto gobierna alternadamente las dependencias especificas de la intensidad de esfuerzo

alternativo y méaximo sobre la relacion del crecimiento de la grieta es decir, como da/dN depende
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de AK y Kmax (y asi como el resultado del tiempo-vida como una funcion del esfuerzo alternativo

0 méximo), y las relaciones entre los umbrales para el crecimiento de la grieta por fatiga (AKtH
y Kmax,th) Y la iniciacion de la grieta (Ko) y en estado estable (Kc) los valores de la resistencia de
la fractura.

Propagacion de la grieta a la fatiga en materiales metalicos ductiles.

El crecimiento de grieta subcritica puede ocurrir en niveles de intensidad de esfuerzos (K)
menores que la resistencia a la fractura (Kc) en algunas aleaciones metalicas cuando la carga
ciclica es aplicada (AKn/K¢ ~ 0.1 — 0.4). En concepto simplificado, es la acumulacién de dafio
de la deformacién plastica ciclica en la zona plastica en la punta de la grieta que cuenta para el
mecanismo intrinseco del crecimiento de grieta por fatiga en niveles de K debajo de K. El proceso
de falla por fatiga consiste de varios procesos distintos involucrando dafios ciclicos iniciales
(endurecimiento o ablandamiento ciclico), formacion de un defecto inicial fatal (iniciacion de
grieta), propagacion macroscdpica de este defecto (crecimiento de grieta), y falla catastrofica final

o inestabilidad.

El fenomeno fisico de fatiga fue primero seriamente considerado a mediados del siglo XIX
cuando las extensas fallas en ejes ferroviarios en Europa impulsado por Wohler en Alemania
conduciendo la primera investigacion sistematica en falla de material bajo esfuerzos ciclicos hacia
1860 (Wdhler, 1860). Sin embargo, el principal impulso para la investigacion dirigida a la etapa
de la propagacién de la grieta de falla por fatiga, oponiéndose a los simples calculos de tiempo de
vida, no ocurri6 hasta mediados de 1960, cuando los conceptos de mecénica de fractura lineal
elastica y asi llamados ‘disefio de defecto de tolerancia’ fueron primero aplicado a el problema de
crecimiento de fisura subcritica (Paris y otros, 1961; Johnson y Paris, 1967). Tales
aproximaciones reconocieron que todas las estructuras son figuradas, y que las grietas podrian
iniciar muy temprano de vida de servicio y subcriticamente propagada. El tiempo de vida es
entonces evaluado sobre la base del tiempo o numero de ciclos de carga para el crecimiento de la
grieta sin detectar hasta la falla, mientras podria ser definido por una deformacion permisible, o
carga limitada, o criterio Kc. Implicito en tales analisis es que el crecimiento de grieta subcritica
se puede caracterizar en términos de algunos parametros gobernantes que describen condiciones
locales en la punta de la grieta todavia podrian ser determinada en términos de pardmetros de
carga, tamafio de grieta, y geometria. La mecdanica de fractura elastica linear y elastica no lineal

tiene, datos, proporcionando la mas apropiada metodologia para tales analisis.
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and effects of several major variables on crack-growth behavior (Ritchie, 1977).

La naturaleza general del crecimiento de la grieta por fatiga en materiales metalicos y su
descripcién usando mecénica de fractura se pueden brevemente resumirse por el diagrama
esquematico en la figura 4mostrando la variacion en da/dN con el rango de intensidad de
esfuerzo nominal (AK = Kmax—Kmin) (Ritchie, 1977). En la actualidad, las tasas de crecimiento

dependen de numerosos factores ademés de AK, aunque esta es la primera variable en fatiga del

metal:

Da/dN = f[AK, Kmax o (R), v, ambiente, forma de onda...],

donde la relacién de carga R es la relacion de las cargas aplicadas minimas y méximas (R =

Kmin/Kmax para R positiva), y v es la frecuencia. Especialmente,, los resultados de las pruebas de
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la relacion de crecimiento de la grieta por fatiga para la mayoria de los materiales ductiles

presentan las siguientes caracteristicas: (1) una region de bajos valores de AK'y da/dN (menores
gue ~ 10° m/ciclo) en la cual las grietas por fatiga aparecen inactivas debajo del umbral
de la fatiga, AKr; (2) una regién intermedia (~ 10° a 10 m/ciclo) del comportamiento
de la ley de energia descrito por la ecuacion de Paris (Paris y Erdogan, 1963):

da/dN = C(AK)",

donde Cy m (~ 2 a 4) son constantes de escalamiento del material; y (3) una regién superior del
crecimiento de grieta acelerado (arriba de ~ 10® mJciclo) cuando Kmax se aproxima a Kc o
deformacion plastica gruesa del espécimen en la carga limite. Aproximaciones similares se han
sugerido para el crecimiento de la grieta bajo grandes escalas [Dowling y Begley, 1976] donde la
relacion de crecimiento ha sido relacionada a una J —integral ciclica (AJ) o rango de
desplazamiento de abertura de la punta de la grieta (ACTOD).
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Figure 5. Fatigue-crack propagation in a bulk amorphous metal (metallic glass), Zrqy 2 Tij3 gCuy2 sNijgBeas s,
showing (a) fatigue-crack propagation rates scaling with the A CTOD= 0.01AK2/ogE’ (where ap is the flow
stress and E' is the appropriate Young’s modulus), and (b) crack growth occurring via duectile striation formation
(Gilbert et al. 1997). Arrow in (b) indicates direction of crack growth.
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Differences and similarities between the fatigue of ductile and brittle materials

Comparando a la extensa base de datos y compresion de falla por fatiga en metales (Suresh, 1991;
Hellin, 1997; Davidson y Lankford, 1992; Ritchie, 1979), los sistemas ceramicos e intermetalicos
todavia requieren una investigacion extensiva con respecto al comportamiento de fatiga. En tales
materiales esta ahora claro que las cargas ciclicas inducen a una degradacion progresiva en los
mecanismos de endurecimiento (o proteccién) detras de la punta de grieta que localmente eleva
la fuerza manejada cerca de la punta. Esto es la supresion ciclica de la proteccién que es
considerada ser la principal fuente para la susceptibilidad de los materiales fragiles a falla por
fatiga. En contraste, la propagacion de la grieta por fatiga en materiales metélicos involucran
primeramente procesos de dafios intrinsecos ocurriendo delante de la punta de grieta, es decir
involucrando el avance de la grieta por desafilado y afilado de la punta de la grieta, claramente
un mecanismo notable de fractura bajo cargas monotonicas. Adicionalmente, la proteccién, en la

forma de los mecanismos del cierre de grieta (acufiado), puede actuar en la estela de la grieta.

Puesto que los mecanismos fisicos de avance de la grieta y de proteccién de la punta de la grieta
son totalmente diferentes en metales y ceramicos, las dependencias sobre las cargas alternativas
y medias, especificamente AK y Kmax, la intensidad de esfuerzo alternativo y maximo,

respectivamente, son también totalmente diferentes.

Concentracion de la tension

La discrepancia que existe es debido a la presencia de defectos pequefios 0 grietas encontrados
en la superficie o dentro del material. Estos defectos causan la tensién sobre la grieta tomando
una orientaciéon y geometria eliptica.

En la Figura 1, se puede observar en perfil la tension que seda a través de una seccion
representativa que contiene una grieta interna, eliptico-formada.

También se observa la tension con punto maximo en la extremidad de la grieta y que esta
disminuye con respecto a la distancia de la grieta. También se puede observar como la tension se

concentra alrededor de la extremidad o del defecto de la grieta.
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Figura. 1: (a) La geometria de las grietas superficiales e internas. (b) Perfil esquematico de la
tension a lo largo de la linea X-X en (a), demostrando la amplificacion de la tension en las

posiciones de la extremidad de la grieta.

Para Determinacion de la tension maxima en la extremidad de la grieta: Se dice que si la grieta
toma una forma eliptica y se orienta perpendicularmente con respecto al eje de la tension
aplicada, la tensién maxima, Om se puede calcular con respecto a la extremidad de la grieta por
la Ecuacion 1.
b
On = EGu[i]
P

Ecuacion. 1: Determinacion de la tension méxima que rodea una extremidad de la grieta.

Donde: La magnitud de la tension extensible aplicada nominal esta dada por Oo; y O es el radio
de curvatura de la extremidad de la grieta; y a representa la longitud de una grieta superficial, o

la mitad de la longitud de una grieta interna.

Analisis de esfuerzos en Grietas.
El estudio de fracturas en elementos estructurales ha evolucionado en las Gltimas décadas con el

analisis de la sensibilidad de los defectos de los extremos de las grietas o fisuras. Estas actlian
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como concentradores de esfuerzos, ya que al aplicarse una fuerza externa a un cuerpo elastico que

contiene una grieta, el material justamente adelante de la grieta es sometido a esfuerzos de
traccion (1) muy grandes.

Asimismo, se presentan esfuerzos de corte () sobre planos a 45° respecto al plano de la grieta.
De modo que en el vértice de tal grieta, se alcanza el valor del esfuerzo admisible o el de fluencia,
aunque el esfuerzo medio a que esta sometido el cuerpo se mantenga en valores muy inferiores.
Luego, la fractura se puede producir cuando es sobrepasado el valor del esfuerzo de fluencia en
el vértice de la fisura o grieta.

Mecanismos de fallas.

Existe una amplia clasificacion de tipos de fallas que involucran la iniciacién y propagacion de
fisuras o grietas, siendo la siguiente la clasificacion mas general:

1. Fractura Fragil.

2. Fractura Dactil.

3. Fatiga.

4. Creep.

5. Corrosion-Fatiga.

6. Corrosion-Esfuerzo.

Caracteristicas de la Fractura Fragil.

En la fractura fragil es un funcionamiento rapido de grietas a través de un material tensionado.
Las grietas viajan tan rapidamente que no puedes decir cuando el material esta por romperse. Es
decir hay deformacion plastica muy pequefia antes de que ocurra la falla. En la mayoria de los
casos, éste es el peor tipo de fractura porque no puedes reparar el dafio visible en una pieza o una

estructura antes de que se rompa.

En fractura fragil, las grietas viajan perpendicularmente a la tension aplicada. Esta fractura
perpendicular deja una superficie relativamente plana en la rotura. Adema4s de tener una superficie
casi plana de la fractura, los materiales fragiles contienen generalmente un patrén en sus
superficies de la fractura. Algunos materiales fragiles tienen lineas y cantos que comienzan en el

origen de la grieta y que se separan hacia fuera a través de la superficie de la grieta.
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Tipos de fractura fragil
El primer tipo de fractura es transgranular. En fractura transgranular, la fractura viaja a través del
grano del material. La fractura cambia la direccion de grano al grano debido a la diversa
orientacion del enrejado de 4tomos en cada grano. Es decir cuando la grieta alcanza un grano
nuevo, puede tener que encontrar una nueva trayectoria o plano de &tomos para viajar encendido
porque es mas facil cambiar la direccion para la grieta que él es rasgar a través. Las grietas eligen
la trayectoria de menos resistencia. Puedes decir cuando una grieta ha cambiado en la direccién a
través del material, porque consigues una superficie levemente desigual de la grieta.

Transgranular Fracture
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El segundo tipo de fractura es fractura intergranular. La fractura intergranular es la grieta que

viaja a lo largo de los limites de grano, y no a través de los granos reales. La fractura intergranular



ocurre generalmente cuando la fase en el limite de grano es débil y fragil (es decir Cementite en

los limites de grano del hierro). Pensar en un metal como un rompecabezas tridimensional grande.
La fractura de Transgranular corta a través los pedazos del rompecabezas, y la fractura
intergranular viaja a lo largo de los bordes precortados de los pedazos del rompecabezas.

Intergranular Fracture
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Ddctil a la transicion de la fractura fragil

En fractura, hay muchas cortinas del gris. La fractura fragil y la fractura ddctil son términos
bastante generales que describen los dos extremos opuestos del espectro de la fractura. Los
factores que hacen que un material se inclina hacia un tipo de fractura en comparacion con el
otro tipo de fractura son:.
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Sobre todo el factor es temperatura. Basicamente, en temperaturas mas altas se baja la fuerza

de la produccién y la fractura es méas ductil en naturaleza. En el extremo opuesto, en temperaturas
mas bajas la fuerza de la produccién es mayor y la fractura es méas fragil en naturaleza. Esta
relacion con temperatura tiene que hacer con vibraciones del &tomo. Mientras que la temperatura
aumenta, los atomos en el material vibran con mayores frecuencias y amplitud. Esta vibracion
creciente permite que los atomos bajo tension se deslicen a los nuevos lugares en el material (es
decir los enlaces de la rotura y los nuevos de la forma con otros &tomos en el material). Este
resbalamiento de atomos se considera en el exterior del material como deformacion pléstica, una

caracteristica comun de la fractura ductil.

Cuando la temperatura disminuye, la vibracién del &tomo disminuye, y los &tomos no desean
deslizarse a las nuevas localizaciones en el material. Tan cuando se convierte la tension en el
material arriba bastante, la rotura de los atomos apenas sus enlaces y no forman nuevos. Esta

disminucién del reshalamiento causa poca deformacién plastica antes de fractura.

En las temperaturas moderadas (con respecto al material) el material exhibe caracteristicas de
ambos tipos de fractura. En la conclusion, la temperatura determina la cantidad de fractura fragil

o ductil que puede ocurrir en un material.

Otro factor que determina la cantidad de fractura fragil o dictil que ocurra en un material es
densidad de dislocacion. Cuanto mas alta es la densidad de dislocacion, mas fréagil la fractura sera
en el material. La idea detras de esta teoria es que la deformacion plastica viene del movimiento

de dislocaciones.

La fractura fragil se caracteriza por:

1. La grieta se propaga con muy poca deformacion pléstica en el vértice de ésta.

2. Dos factores siempre necesarios para que ocurra la iniciacion de la fractura fragil son en bajas
temperaturas y esfuerzos.

3. El inicio de la inestabilidad se inicia con esfuerzos nominales menores a los esfuerzos de

fluencia.

Caracteristicas de la Fractura Ductil.

Fractura ddctil

Uno de los conceptos mas importantes y mas dominantes del campo entero de la ciencia material

y de la ingenieria es fractura. En su forma mas simple, la fractura se puede describir como solo
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cuerpo que es separado en pedazos por una tensidon impuesta. Para los materiales de la ingenieria

hay solamente dos modos posibles de la fractura, ddctil y fragil. Generalmente la diferencia
principal entre la fractura fragil y ddctil se puede atribuir a la cantidad de deformacion pléstica
que el material experimenta antes de que ocurra la fractura. Los materiales dictiles demuestran
cantidades grandes de deformacion pléstica mientras que los materiales fragiles demuestran poco
o0 nada de deformacion pléastica antes de fractura. El cuadro 1 (abajo), una curva extensible del
stress-strain, representa el grado de deformacion pléstica exhibido por los materiales fréagiles y

ddctiles antes de fractura.

Figure 6.1F Schematic representations
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La iniciacién y la propagacion de la grieta son esenciales de fracturar. La manera con la cual la
grieta propaga con el material da la gran penetracion en el modo de la fractura. En los materiales
ductiles (fractura ductil), la grieta se mueve lentamente y es acompafiada por una cantidad grande
de deformacion pléastica. La grieta no extendera generalmente a menos que se aplique una tension
creciente. Por otra parte, haciendo frente a fractura fragil, las grietas se separaron muy
rapidamente con poco o nada de deformacidn pléstica. Las grietas que propagan en un material
fragil continuaran creciendo y aumentando de magnitud que se inician una vez. Otro manierismo
importante de la propagacion de grieta es la manera de la cual la grieta que avanza viaja a través
del material. Una grieta que pasa a través de los granos dentro del material esta experimentando
fractura transgranular. Sin embargo, una grieta que propaga a lo largo de los limites de grano se
Ilama una fractura intergranular. El cuadro 2 (abajo) demuestra un fractograph del electrén de la

exploracion del hierro fundido ddctil, examinando una superficie transgranular de la fractura.
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En niveles macroscopicos y microscépicos, las superficies ductiles
de la fractura tienen caracteristicas distintas. Macroscopico, las
superficies ductiles de la fractura tienen regiones méas grandes del collarino y un aspecto méas
aspero total que una superficie de la fractura fragil. EI cuadro 3 (abajo) demuestra las diferencias

macroscopicas entre dos especimenes ductiles (a, b) y el espécimen fragil (c).

e\ \ | Figure 8.1 (a) Highly ductile fracture in
[ | | which the specimen necks down to a
l point. () Moderately ductile fracture
| : after some necking. (¢) Brttle fracture
@ b without any plastic deformation.

En el nivel microscdpico, las superficies ductiles de la fractura también aparecen asperas e
irregulares. La superficie consiste en muchos microvoids y hoyuelos. El cuadro 4 (debajo de
izquierda) y el cuadro 5 (debajo de la derecha) demuestran las calidades microscopicas de las
superficies dactiles de la fractura.
La falta de muchos materiales ddctiles se puede atribuir para ahuecar y fractura del cono. Esta
forma de fractura ddctil ocurre en las etapas que inician después de que el collarino comience.

Primer, los microvoids pequefios forman dentro del material. Después, la deformacién continta
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y los microvoids agrandan para formar una grieta. La grieta continla creciendo y se separa
lateralmente hacia los bordes del espécimen. Finalmente, la propagacién de grieta es rapida a lo
largo de una superficie que haga alrededor de un angulo de 45 grados con el eje extensible de la
tension. La nueva superficie de la fractura tiene un aspecto muy irregular. El esquilar final del
espécimen produce un tipo forma en una superficie de la fractura y una forma de la taza del cono
en la superficie adyacente de la fractura que conecta, por lo tanto la fractura del nombre, de la

taza y del cono. El cuadro 6 (abajo) demuestra la taza y el cono, y la fractura fragil en aluminio.

(a)

Figure 8.3 (a) Cup-and-cone fracture in aluminum, () Brittle fracture in a mild steel

(From H. W, Hayden, W. G. Moffatt, and J. Wulll, The Structure and Properties of

Marerials, Vol, I, Mechamical Behavior, p. 144, Copyright 1965 by John Wiley &

Sons. New York. Reprinted by permission of John Wiley & Sons, Inc
Las pruebas de Charpy y de Izod miden la energia del impacto de un espécimen. Usando un
aparato y afectando un espécimen con un péndulo cargado martillar la energia del impacto puede
ser medido. Un uso primario de las pruebas de Charpy y de Izod es determinarse si un material
experimenta fragil a la transicion dictil con temperatura que disminuye. Fragil a la transicion
ductil se relaciona directamente con la dependencia de la temperatura de la energia del impacto
absorbida. También una examinacion de la superficie de la falta puede probar muy beneficioso.
Si una seccion de la superficie de la falta se parece demostrar las caracteristicas visuales de la
fractura fragil y ductil, entonces fragiles a la transicion ddctil es evidente en esa gama de
temperaturas. Es muy importante recordar que con la mayoria de los especimenes, hay una venda
bastante ancha de las temperaturas que apoyan fréagil a la transicion ductil. Por lo tanto, porque
muchos especimenes es casi imposible predecir cualquier una temperatura como la temperatura
de la transicion. En el cuadro 7 (abajo), se da un grafico que determina frégil a la transicion ductil

a través de una prueba de impacto para un acero laminado en caliente 1018.
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Figure 2.15  Briethe-ductile tramsition e peratare dcterminad by (he immpact fout

# 101X hoe-rolied saee], (From seasor prosect of Joa Gergen. Cal Poly

En la mayoria de las situaciones del disefio un material que demuestra fractura ductil se prefiere
generalmente por varias razones. Sobre todo, la fractura fragil ocurre muy répidamente y
catastréfico sin ninguna advertencia. Los materiales ductiles plastico deformen, de tal modo
retardando el proceso de la fractura y dando la hora amplia para el problema de ser corregido. En
segundo lugar, debido a la deformacion plastica, mas energia de tension es necesaria causar
fractura dactil. Los materiales siguientes, ductiles se consideran ser materiales de “perdon”,
debido a su dureza que puedes incurrir en una equivocacion en el uso, disefio de un material ddctil
y todavia el material no fallara probablemente. También, las caracteristicas de un material dictil
se pueden realzar con el uso de uno de los mecanismos de la consolidacién. EI endurecer de
tension es un ejemplo perfecto, pues el material dictil estd deformido cada vez mas su aumento
de la fuerzay de la dureza debido a la generacién cada vez més de dislocaciones. Por lo tanto, en
usos de la ingenieria, especialmente las que tienen preocupaciones de seguridad implicadas, los
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materiales ddctiles son la opcion obvia. La seguridad y la formalidad son las preocupaciones

principales en disefio material, pero para lograr estas metas alli tiene que ser una comprensién
cuidadosa de la fractura, fragil y ductil. La fractura y la falta que entienden de materiales
conducirén a ingeniero de los materiales a desarrollar materiales y productos mas seguros y mas

confiables.

Esfuerzos en la punta de la grieta, factor K.

En un material isotrépico linealmente elastico, bajo condiciones de esfuerzo plano o
deformacion plana, los campos de esfuerzos y de deformaciones en la punta de la grieta
presentan una singularidad del orden de [r''? . Tal expresién fue desarrollada por Irwin,
2y3 quien demostré que, en la vecindad de la punta de la grieta, el campo de esfuerzos
elasticos puede ser expresado de acuerdo a la siguiente expresion:

K o K L
0, =— ©.(6) g =—o .z (0
~ t - - \ be
-C-r 2T

Es decir, el campo de esfuerzos en la punta de la grieta en el Modo | esta dado por las
siguientes ecuaciones:

! =L-cmi%?-

o, | 2

| —sen(#4 ) - sen(3%4)
| + sen(44 ) -sen(34)

B K, g 68 36
T'U_ﬁ- HL[IE-LtPB?-LtWh B
4]
o o l

- Wv- o, + 0, _][

Esfuerzo plano y Deformacién plana, respectivamente.
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(]
El factor de intensidad de Esfuerzos “K” depende linealmente de la carga aplicada y es

una funcién de la longitud de la grieta y otros parametros geométricos caracteristicos
del cuerpo. Este factor K entrega una medida del nivel de deformacién en la vecindad
de la grieta en una condicién de pequefia fluencia para una amplia variedad de

geometrias.

.
v

Esfuerzos Distribucian elistica de esfuerzos

ﬂ-_l._'. ) / . =:I|—.k—-\I & .
\

Distribucién Elasto-plastica de esfuerzos

-

L ]
et

— 7 —

Su expresion esta dada por la siguiente ecuacion:
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K=o -+m-a-F(%)

stendo :
K = Factor de Intensidad de esfuerzos [r\"IPle"’E].
o = Esfuerzo remoto aplicado al cuerpo [MPal.
a = Largo de la grieta [m].
F(a/W) = Factor de forma del cuerpo.
W = Ancho del cuerpo.

Intensidad de la tension

La intensidad de la tension del término no debe ser confundida con el trabajo de la concentracién
de la tension hecho por Griffith. La concentracion de la tension es como la tension se amplifica
en una extremidad de la grieta, mientras que la intensidad de la tensién se utiliza para describir la
distribucion de la tension alrededor de un defecto particular. Se utiliza este término al investigar
modos de la fractura (acoplamiento a parte sobre Kic), particularmente, la fractura del modo I,
que es la mas comun. Se utiliza este término al computar las tensiones y las tensiones del plano
que existen delante de una grieta movil. Este valor es dependiente sobre muchas cosas y es
diferente para cada material. Entre las cosas que depende encendido esta la tension aplicada, el

tamafio y la colocacion de la grieta, asi como la geometria del espécimen.

Dureza de la fractura
¢Cual es la dureza kc de la fractura?
Fracturar la dureza, kc, es la resistencia de un material a la falta de la fractura a partir de una

grieta de preexistencia. Esta definicidn se puede expresar matematicamente por la expresion

siguiente:
OK_c =sigma SQRT {pia}deY

Donde esta un dependiente Y sin dimensiones del factor encendido: la geometria de la grieta y
del material, la configuracion del cargamento (es decir si la muestra est4 conforme a la tension o
a la flexion), y el cociente de la longitud de la grieta a la anchura del espécimen, B. es la

cantidad de carga (tension) aplicada al espécimen, y a es la longitud de la grieta.
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Cuadro 1 espécimen de A con una grieta interior. Observar que la longitud entera de la grieta es
igual a 2a.

Cuadro 2 espécimen de A con una grieta del por-grueso.

?P

Cuadro 3 espécimen de A con una grieta de la superficie del semi-circulo.
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Cuadros 1.2.3 de la fuente: Ciencia material e ingenieria: Una introduccion, 3ro Edition, John

Wiley & Sons, Inc. Nueva York.

El cuadro 1 demuestra que a no es siempre la longitud total de la grieta, pero es a veces mitad
de la longitud de la grieta, en cuanto a una grieta interior. Los valores para Y varian con respecto
a laformay a la localizacion de la grieta. Algunos valores tiles de Y para las grietas cortas

sujetadas a una carga de la tension son como sigue:

Y =1.00 para una grieta interior similar a la grieta demostrada en el cuadro 1

Y =1.12 para una grieta de la superficie del por-grueso segun las indicaciones del cuadro 2
Y = 0.73 para una grieta superficial mitad-circular segln las indicaciones del cuadro 3

La dureza de la fractura, kc, tiene las unidades acostumbradas inglesas de la PSI adentro, y las
unidades del SI de MPA m (1.2).

¢Cual es la dureza plana de la fractura de la tension, Klc?

Para las muestras finas, el valor kc disminuye con el aumento del grueso de la muestra, b, como se

muestra por Figure.

Una dureza de la fractura contra grafico del grueso. Observar la localizacion de Klc. Fuente: Ciencia
material e ingenieria: Una introduccion, 3ro Edition, John Wiley & Sons, Inc. Nueva York.

En ultima instancia, el kc se convierte en independiente de b, a este punto la muestra reputa bajo
condiciones de la tension plana. Este valor fijo del kc se conoce como la dureza plana de la

fractura de la tensién, Klc. Klc se define matematicamente cerca:
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OK_{lc} =sigma SQRT {pia}de Y

Una de las caracteristicas mas importantes de cualquier material para virtualmente todos los usos
del disefio es dureza de la fractura. Dado las unidades inusuales de MPa (™), la dureza de la
fractura es una manera cuantitativa de expresar “la resistencia de un material a la fractura fragil
cuando una grieta esta presente.” Si un material tiene un valor grande de la dureza de la fractura
experimentara probablemente ductil fractura. La fractura fragil es muy caracteristica de materiales

con un valor bajo de la dureza de la fractura.

Diferencias entre la dureza de la fractura:

Hay realmente cuatro diversos tipos de dureza de la fractura, de ke, de KIC, de KIIC, y de KIIIC.
El kc se utiliza para medir la dureza de la fractura de un material en una muestra que tenga un
grueso que sea menos que un cierto valor critico, B. Cuando el grueso del material es menos que
B, y se aplica la tension, el material esta en un estado llamado tension del plano.

KIC ]2

Ty

B22.5[

Eq. Que me calcula el grueso minimo del material antes del comportamiento plano de la tension
ocurre.

Donde:

B = grueso minimo a distinguir entre el kc y K1C

Dureza del kc = de la fractura, cuando la muestra tiene un grueso menos que B
= tension de produccion del material

Figura.l Dureza de la fractura en funcién del grueso material
Ko = Yoo/ ma
Eg. La dureza de la fractura de un material con un grueso menos que el B.
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Dureza del kc = de la fractura, cuando la muestra tiene un grueso menos que B

Y = relacionado constante a la geometria de la muestra
a = longitud de la grieta (grieta superficial), una mitad longitud de la grieta (grieta interna)

| =tension aplicada al material.

KIC, KIIC, y KIIIC representan la dureza de la fractura de un material cuando una muestra del
material tiene un grueso B. mayor que. Si una tensién se aplica a una muestra con un grueso B
mayor que, estd en un estado llamado tensién plana. Las diferencias entre KIC, KIIC, y KIIIC,
sin embargo, no dependen del grueso del material, sino a la dureza de la fractura de un material

bajo tres diversos modos de la fractura, el modo I, el modo 11, y el modo 111, respectivamente.

Kic = YO Af Jra

Eq. La dureza de la fractura de un material con un grueso igual a 0 B mayor que; cuando

fractura en el modo I.

Dureza de KIC = de la fractura, cuando la muestra tiene un grueso B mayor que
Y = relacionado constante a la geometria de la muestra
a = longitud de la grieta (grieta superficial), una mitad longitud de la grieta (grieta interna)

= tensidn aplicada al material.

Tabla de la dureza de la fractura de los materiales comunes de la ingenieria.

Valores de KIC para los materiales de la ingenieria

Material K1C MPa (m) el ¥2
Metales

Aleacion de aluminio 36

Aleacion de acero 50

Aleacion Titanium 44-66

Oxido de aluminio 14-28

De ceramica

Oxido de aluminio 3-5.3
Soda-cal-cristal 0.7-0.8
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Concreto 0.2-1.4

Polimeros
Methacrylate de Polymethyl 1
Polystyene 0.8-1.1

Calculo de Factor de Intensidad de Tensiones de
Tensiones, K

Principio de la Superposicion
El principio de superposicion en régimen elastico lineal permite trasladar las cargas y
desplazamientos impuestos sobre el contorno de un pieza a inicamente cargas distribuidas sobre
la superficie de la grieta. Una grieta, desde el punto de vista teorico, no es otra cosa que una linea

del silido incapacidad de trasmitir cargas de un lado al otro (normales y tangenciales).

CAPITULO 6

MANEJO DEL SOFTWARE ANSYS 9.0

Introduccion al anélisis por elemento finito por Ansys 9.0
¢ Que es el Andlisis por Elemento Finito (AEF)?
El AEF consiste de un modelo por computadora de un material o disefio que esta

bajo esfuerzo y se analiza para obtener resultados especificos. Se utiliza para el

disefio de productos nuevos, y el refinamiento de productos existentes.

Una compaiiia tiene que poder ser capaz de verificar un disefio o similar las

Figure 1 hup:/fwww.noraneng.com

especificaciones de producto de un cliente antes de que se construya 0 se
manufacture el producto final. También debe ser capaz de modificar un producto existente para

aplicarlo en nuevas condiciones de servicio. En el caso de fallas estructurales, el AEF pude
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utilizarse para ayudar a determinar las modificaciones de disefio para satisfacer las nuevas

condiciones de disefio.

Existen dos tipos de analisis que se utilizan en la industria: modelacion en dos (2-D) y tres
dimensiones (3-D). EI modelar en 2-D es relativamente simple y permite el analisis a ser
efectuado por una computadora. El modeleo en 3-D produce resultados mas precisos sin embargo
solo se puede hacer efectivamente en las computadoras mas rapidas. Dentro de cada uno de estos
esquemas de modelacion por computadora, el programador puede insertar numerosos algoritmos
los cuales haran comportarse a los sistemas como lineales o no lineales. Los sistemas lineales son
menos complicados y generalmente no toman en cuenta la deformacion pléstica. Los sistemas no-
lineales si tomas en cuenta la deformacidn plastica, y muchos de estos son capaces de similar todo

el comportamiento de un material hasta su falla.

El AEF utiliza una técnica numérica llamada método del elemento finito (MEF). En general,

existen 3 fases para realizar el analisis por esta técnica mediante paquetes de cémputo:

e Pre-procesamiento — definir el modelo de elemento finito y factores ambiéntales a ser
aplicados.
e Anadlisis (solucién del modelo del elemento finito)

e Post procesado de resultados (utilizacion de herramientas de visualizacion)

Pre-procesamiento

El primer paso consiste en construir un modelo de elemento finito de la estructura a ser analizada.
La descripcion topoldgica de las caracteristicas geométricas de la estructura se requiere en la
mayoria de los paquetes de AEF. Esto puede realizarse en 1D, 2D o 3D o modelar mediante lineas,
formas o representacion de superficies respectivamente. El principal objetivo del modelo es hacer
una replica efectiva de los pardmetros importantes y caracteristicas de la estructura real
(Hieronimus, Klaus, “A Few Aspects on the Development of Structural Models,” SAE Technical
Paper 770598, 1977). ElI mecanismo mas simple para lograr una similitud del modelo con la
estructura real en el analisis estructural es el utilizar planos digitales pre-existentes, modelos de
CAD y/o la importacion de datos al medio ambiente de la interfase del programa de AEF. Una

vez creado el modelo geométrico de elemento finito, se utiliza un procedimiento de mallado para
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definir y subdividir el modelo a pequefios elementos. En general un modelo de elemento finito se

define por una red de mallas que estan hechas mediante arreglos geométricos de elementos o
nodos. Los nodos representan puntos en los cuales caracteristicas tales como los desplazamientos
son calculadas. Los paquetes de AEF utilizan nimeros para identificar los nodos y poder ver las
soluciones en las estructuras tales como deflexiones. Los elementos estan limitados por una
coleccion de nodos, y definen la masa localizada y propiedades de rigidez del modelo. Los
elementos también se definen mediante nimeros los cuales permiten relacionarlos con las

deflexiones correspondientes o esfuerzos en lugares especificos del modelo.

Analisis (calculo de la solucion)

El siguiente paso es el analisis. La computadora realiza una serie de procedimientos de calculo
que involucran las fuerzas aplicadas, y las propiedades de los elementos que producen la solucién
del modelo. El analisis estructural permite la determinacion de deformaciones, y esfuerzos

causada por las cargas aplicadas a la estructura en forma de presion o carga gravitacional (peso).

Visualizacion

Los resultados pueden visualizarse y estudiarse utilizando diversas herramientas graficas dentro
del paguete de AEF utilizado. Mediante la visualizacion de los resultados se puede identificar
completamente las implicaciones del analisis. Las herramientas numéricas y graficas permiten la

localizacion precisa de los datos de esfuerzo y deflexiones criticas.

¢ Como se trabaja con el analisis por elemento finito?

El AEF utiliza un sistema de puntos complejos Ilamados nodos los cuales forman a su vez una
rejilla llamada malla (Figura X). Esta malla se programa para gque contenga las propiedades
estructurales del material las cuales definen como reaccionara la estructura a ciertas condiciones
de carga. A los nodos se les asigna cierta densidad a través del material dependiendo de los niveles
de esfuerzos anticipados sobre el &rea en particular. Las regiones sometidas a un alto esfuerzo
tienen una mayor densidad de nodos que aquellas que experimentan poco o nulo esfuerzo. Los
puntos de interés pueden consistir de: puntos de fractura de materiales previamente evaluados,

chaflanes, esquinas, geometrias con detalles complejos, y areas con alto esfuerzo. La malla actla
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como tela de arafia en relacion a que a partir de cada nodo adyacente se extiende un elemento de
malla. Esta red de vectores es la que lleva las propiedades del material al objeto, creando muchos

elementos.

Tester Box Model Z. Force = 45000 lbs ., esize = 1

Una amplia variedad de funciones objeto (variables dentro del sistema) estan disponibles para

Su minimizaciéon o maximizacion:

1. Masa, volumen, temperatura

2. Energia de deformacion, esfuerzo-deformacion
3. Fuerza, desplazamiento, velocidad, aceleracion
4

Definida por el usuario (sintética)

Existen multiples condiciones de carga que se pueden aplicar a un sistema. Algunos ejemplos

son:

Cargas puntuales, de presion, térmicas, por gravedad, centrifugas y estaticas

Cargas térmicas a partir de soluciones de analisis de transferencia de calor

Desplazamientos forzados

Flujo de calor y conveccion

Cargas dindmicas puntuales y de presion

Cada programa de AEF viene con una libreria elemental, o se puede construir una con el tiempo.

Algunos ejemplos de librerias son:

e Elementos en forma de varilla
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o Vigas

e Placas/caparazones/Comp0sitos
e Paneles cortantes

e Elementos s6lidos

e Resortes

e Elementos de masa

o Elementos rigidos

e Elementos viscosos

Muchos programas de AEFM también estan equipados para utilizar maltiples materiales dentro

de una estructura tales como:

e Isotropicos
e Ortotropicos (propiedades iguales a 90 grados)

e Anisotropoicos.

Tipos de analisis para ingenieria

Andlisis Estructural. Consiste de modelos lineales y no lineales. Los modelos lineales utilizan
parametros simples y asumen que el material no se deforma plasticamente. Los modelos no
lineales consisten en esforzar el material mas alla de su capacidad elastica. Los esfuerzos en el

material entonces varian con la cantidad de deformacion.

Analisis Vibracional. Se utiliza para evaluar un material en contra de vibraciones aleatorias,
choque e impacto. Cada una de estas incidencias puede actuar sobre la frecuencia natural de

vibracién del material, la cual en turno, puede causar resonancia y subsiguiente falla del material.

Andlisis por Fatiga. Ayuda a los disefiadores a predecir la vida de un material o estructura al
mostrar los efectos de la carga ciclica sobre la muestra. Este analisis puede mostrar las areas en
donde la propagacion de la grieta es mas susceptible a ocurrir. La falla debido a la fatiga puede

mostrar también la tolerancia al dafio del material.
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Analisis por Transferencia de Calor. Se modela la conductividad térmica o la dindmica de

fluidos térmicos de un material o estructura. Este puede consistir en estado estable o transferencia
por transitorios. La transferencia en estado estable se refiere a propiedades térmicas constantes en

el material que llevan a la difusién del calor lineal.
Resultados del analisis por elemento finito

AEF se ha convertido en una solucion a la tarea de predecir fallas debidas a esfuerzos no
conocidos al mostrar areas problematicas del material y permitiendo a los disefiadores ver todos
los esfuerzos tedricos actuando en el. Este método de evaluacion y disefio es muy superior y
reduce considerablemente costos de manufactura al no tener que construir y evaluar prototipos de

cada disefio de ingenieria como se hacia en antafio.

CAPITULO 7

SIMULACION DEL FACTOR DE INTENSIDAD
DE ESFUERZO CRITICO (Kic) PARA UN SOLIDO
MEDIANTE ANSYS VERSION 9.0

[1l.1 Disefio experimental
FALTA

[11.2 Disefio de la probeta simulada mediante Autocad
YA LO TENGO
[11.3 Introduccion del modelo de la probeta a Ansys

Los ingenieros de hoy ahora tienen la capacidad de modelar un disefio en un ambiente de
computadora y de aplicar cargas al disefio virtual, para una comprensién mejor de como las

computadoras pueden ayudar a mejorar disefio de la fractura.

[1l.4 Pasos para la construccion y resolucion del disefio experimental
Analisis de resultados (20)
FALTA

. Conclusiones
FALTA
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1. Glosario
GLOSARIO

Marcas de la playa - también conocidas como marcas de la cascara de la almeja. Beachmarks representa
la propagacion de una grieta a través de un material debido a la fatiga. Estas marcas son visibles al ojo, y
pueden contener millares de striations.

Condiciones de limite - las caracteristicas de un sistema que externamente se imponen ante él.

La fractura fragil - fracturar que ocurre por el propogation rapido de la grieta y sin la deformacién
macroscopica apreciable.

El endurecer del caso - este tratamiento superficial puede ser logra de muchas maneras, muy
probablemente exponiendo el material a un ambiente rico carbonoso o del nitrégeno en las temperaturas
elevadas. El carbdn o el nitrégeno entonces difunde en la superficie de la fuerza superficial material, de
aumento, asi aumentando resistencia a los rasgufios y a otros defectos superficiales.

Fase de la dispersion - la parte de él compuesto que es dentro de la fase de la matriz. e.g., las barras de
acero en acero reforzaron el concreto.

Fractura ddctil - un modo de la fractura que es asistida la deformacion plastica gruesa extensa.

Elemento - una seccién de un cuerpo obtenido de dividir el cuerpo para arriba en un nimero finito de
regiones.

Vida de la fatiga - el nimero de la falta de la causa de la voluntad de los ciclos en cierto nivel de la
tension

Limite de la fatiga - una caracteristica del material y de su geometria. Si un material se carga debajo del
limite de la fatiga, el material no fallard, sin importar el nimero de ciclos que est4 conforme a.

Fuerza de la fatiga - la tensién en la cual la falta ocurre para un nimero dado de ciclos.

Dureza de la fractura (kc) - el valor critico en el cual puede ser utilizado especificar las condiciones
para la fractura frégil.

Fractura intergranular - fractura de materiales polycrystalline por la prérroga de la grieta a lo largo de
limites de grano.

Kc - La dureza de la fractura de un material que tiene grueso menos que algiin minmum calculaba valor.
KIC - La dureza de la fractura de un material que tiene grueso mayor que algin minmum calculaba valor.

Fase de la matriz - la parte del compuesto que abarca totalmente la fase de la dispersion. ® e.g., la matriz
es el conrete en concreto reforzado acero.

Tension mala - tension media entre el maximo y la tension minima. Para una tensién ciclica invertida la
tension mala seria cero.

Acoplamiento - la rejilla de un sistema finito del elemento

Nodo - puntos en los cuales diversos elementos se articulan juntos; los nodos son las localizaciones donde
estan ser aproximado los valores de los desconocido (generalmente dislocaciones).

Tension plana la condicién, en donde, para el cargamento extensible, hay perpendicular cero de la

tension al eje de la tension y a la direccion de la propagacion de grieta; esta condicién se encuentra en
placas gruesas, y la direccion de la cero-tension es perpendicular a la superficie de la placa.
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Dureza plana de la fractura de la tension (K1c) - la condicidn, en donde, para el cargamento
extensible, hay perpendicular cero de la tensién al eje de la tensién y a la direccion de la propagacion de
grieta; esta condicion se encuentra en placas gruesas, y la direccidn de la cero-tension es perpendicular a
la superficie de la placa.

La tension plana - el estado que una muestra del material es adentro si una tension se aplica a ella'y su
grueso es menos que un cierto valor minimo.

Deformacion pléastica - deformacion que es permanente o nonrecoverable después del lanzamiento de la
carga aplicada. Es acompafiada por dislocaciones atdbmicas permanentes.

Porosidad - una fraccion del volumen de un material que es vacio, o sin material.

El ciclo de la tension de Repeatrd - considerado mas comdnmente en usos de la ingenieria que el ciclo
invertido de la tensidn, el ciclo repetido de la tension es una onda del seno que es asimétrica sobre el eje
de x. El maximo y las tensiones minimas no son iguales y contrario en muestra.

Ciclo invertido de la tensidn - este tipo de ciclo de la tension tiene una amplitud simétrica sobre el eje de
x. EI mdximo y las tensiones minimas son iguales, pero contrario en muestra.

Martilleo tirado - cuando un material se bombardea con el acero pequefio, redondo tirado (es decir los
bb, buckshot) a altas velocidades, se llama martilleo tirado. Este proceso aumentara la resistencia a la
fallo de cansancio agregando dislocaciones y endureciendo la superficie, que es donde una grieta puede
comenzar debido a los defectos superficiales.

Matriz de la tiesura - una matriz que define las caracteristicas geométricas y materiales de un sistema.

El endurecer de tension - el aumento en dureza y fuerza de un metal ddctil como plastico esta deformido
debajo de su temperatura de la recristalizacion.

La concentracion de la tension (Kt) - es la medida del grado a el cual una tension externa se amplifica
en la extremidad de una grieta pequefia.

La intensidad de la tensién (K) - es una funcion de la tensidn aplicada y del tamafio y la posicion de la
grieta que especifica la intensidad en la extremidad de una grieta.

Striations - estas marcas se piensan para ser el adelanto de una grieta a través de un material.
Desemejante de Beachmarks, Striations se piensa para ser el adelanto de una grieta debido a un ciclo de
cargamento.

Fractura de Transgranular - fractura de materiales polycrystalline por la propagacion de grieta a través
de los granos.

Fuerza de la produccion (sigma y) - esta la tensidn en 0.002 compensaciones de la tension en la curva
de la tension/de la tensidn del material. También, es el punto de la transicién de la deformacion elastica a
la deformacién plastica.

\VA Apéndices

Apéndice A

VALIDACION DEL TIPO Y NUMERO DE ELEMENTO
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Se llevé a cabo el analisis de una placa con una grieta lateral, usando el programa de elemento finito
ANSYS. Este andlisis consta en variar: el tipo de elementos, el espesor de la placa, nimero de divisiones
en el espesor, nimero de elementos en lado de la grieta, el radio y el nimero de elementos en la punta de
la grieta. EI material es acero martensitico AISI1-4340 con un modulo de elasticidad de 193 GPa, densidad
7800 kg/m? y coeficiente de Poisson 0.3. Las dimensiones de la placa se muestran en la figura 1A, el tamafio
de la grieta es de 20 mm y el espesor se varié de 5, 10, 50 y 100 mm. Se aplico en el lado superior de la
placa un esfuerzo a tension o de 1 GPa, y el lado inferior de la placa se fij6 completamente.

En el programa ANSY'S se puede determinar el factor de intensidad de esfuerzo (SIF, por sus siglas en
ingles) por esfuerzo plano y deformacion plana. Sin embargo el criterio por el cual se determine el SIF
depende del espesor de la placa.

espesor< 2.5(KIC /0‘) Analisis por esfuerzo plano (1A)
Con la siguiente ecuacion se calcula el SIF para esta placa con grieta lateral
K, =Yo-/a (2A)
Y =1.99-0.4a'+18.7a*—34.8a°+53.85a"
a'=(a/W)

donde Y es un pardmetro que involucra la geometria de la grieta y del componente, a es el tamafio de la
grieta, W ancho de la placay ¢ una funcién que representa la magnitud del esfuerzo en el componente.

RSN

Figura 1A. Geometria de la placa.

Latabla 1Ay figura 2A presenta los factores de intensidad de esfuerzo obtenidos de tres tipos de elementos
finitos los cuales son: SOLID95, SOLID186 y SOLIDA45 con 1086, 1096 y 1229 respectivamente. Como el
espesor de la placa es de 10 mm se realiz6 el analisis por esfuerzo plano. Se observa que para este espesor
y nimeros de elementos finitos el SIF en la placa con una grieta de 20 mm, el resultado obtenido con
SOLID95 se aproxima mas al valor calculado por la ecuacion (1A), existiendo una variacién de 2.27%.
Ademas cabe mencionar que es el tipo de elemento recomendado por ANSYS.
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Tabla 1A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el tipo de elemento finito.

FACTOR DE INTENSIDAD DE ESFUERZO
TEORICO SOLID95 | SOLID186 | SOLID45
348.71 340.78 359.41 208.22

SIF VARIANDO EL TIPO DE ELEMENTO FINITO

400

O SIF teorico
350 B SIF SOLID95
& 300 1 O SIF SOLID186
< 250 4 B SIF SOLID45
€ -
T 0O Variacion
© 4
& 200
£ 150
L
o) 100 +—
50 40.28%
2.27% 2.97%
0+ . .
1 2 3

Comparaciones

Figura 2A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el tipo de elemento finito.

Una vez conocido el tipo de elemento finito adecuado para determinar el SIF, se analizo la relacion de la
ecuacion (2A) para determinar el comportamiento del factor al variar el espesor. Se realizo el anlisis con
espesores de 1, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50 y 100 mm. El modelo discreto de la placa para cada
espesor esta compuesto por 7827 nodos y 1092 elementos. Con la relacién de a ecuacion para un Kic de
137.375 MPa-m*? y un esfuerzo de 1 GPa se obtiene un espesor de 47.17 mm, es decir menor a este espesor
se debe realizar el analisis por esfuerzo plano y espesores mayores por deformacion plana. Sin embargo se
observa en la tabla 2a y figura 3A que por esfuerzo plano los valores del factor de intensidad de esfuerzos
se aproximan al valor tedrico con un espesor menor a 15 mm con una variacion entre 1.7 y 4.3%. Por
deformacion plana arriba de 15 mm se acerca el valor del SIF numérico al tedrico, presentandose una
variacion de 0.2 % con un espesor de 30 mm.

Otro anélisis que se llevo a cabo, fue determinar el factor de intensidad de esfuerzos en la placa con el
mismo tamafio de grieta pero en esta ocasion se dividié el espesor de la placa en méas elementos finitos. Se
realizo el andlisis por esfuerzo plano con una placa de espesor de 10 mm y por deformacion plana una placa
con espesor de 50 mm, la primera tiene 1, 5y 10 divisiones en el espesor y la segunda 1, 10 y 25 divisiones.
El objetivo en esta parte es determinar cuanto varia el factor de intensidad de esfuerzo con un mayor numero
de elementos finitos en el espesor de la placa. Se observa en la tabla 3A y en las figuras 4A y 5A que el
nimero de elementos a través del espesor afecta en el SIF resultante. En la placa con 10 mm espesor al ir
incrementando el nimero de elementos se aproxima cada vez mas

Tabla 2A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el espesor de la placa.

Espesor, mm 1 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 100
SIF Tedrico, MPa- | 348.7 | 3487 | 348.7 | 348.7 | 348.7 | 348.7 | 3487 | 348.7 | 348.7 | 348.7 | 348.7 | 3487
m1/2

Deformacion plana
SIF Numérico, | 3742 | 376.7 | 374.7 | 366.5 | 359.5 | 353.9 | 349.6 | 346.4 | 344 [ 3423 [ 341.1 | 3359
MPa-m"?
Variacién, % 6.8 7.4 69 | 48 3 14 | 02 | 06 13 18 2.1 3.6

Esfuerzo plano
SIF Numérico, | 3405 | 342.8 | 340.8 [ 3335 [ 327.1 | 322 [ 3182 [ 3152 [ 313.1 [ 3115 | 310.4 | 305.7
MPa-m"?
Variacién, % 23 1.7 2.2 4.3 6.2 7.6 8.7 96 | 102 [ 106 | 11 [ 123
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FACTOR DE INTENSIDAD DE ESFUERZOS VARIANDO EL ESPESOR
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Figura 3A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el espesor de la placa.
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Tabla 3A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en el espesor de 10

mm.

ESPESOR 10 mm (Esfuerzo

ESPESOR 50 mm (deformacion

5

Numero de divisiones

10

plano) plana)
NUmero de divisiones 1 5 10 1 10 25
SIF Tedrico, MPa-m*? 348.7 348.7 348.7 348.7 348.7 348.7
SIF Nmerico, MPA- 340.8 3415 344.2 341.1 357.8 359.1
m1/2
Variacion, % 2.2 2 1.3 2.1 2.5 2.9
SIF VARIANDO EL NUMERO DE ELEMENTOS FINITOS EN EL ESPESOR
400 O SIF te6rico
350 B SIF 1 division
_. 300 +— — B SIF 5 divisiones
g B SIF 10 divisiones
< 250 +— — —|
£ O Variacion
& 200 +— —
=
: 150 +—
2 100 +—
50 +—
o 2.2% 2% 1.3%

Figura 4A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en el espesor de 10

mm.
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SIF VARIANDO EL NUMERO DE ELEMENTOS FINITOS EN EL ESPESOR

O SIF te6rico

B SIF 1 division

B SIF 10 divisiones
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O Variacion

SIF (MPa-m”1/2)

1 10 25

Nimero de diviciones

Figura 5A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en el espesor de
50mm.

al valor obtenido tedricamente. Sin embargo en la placa de 50 mm de espesor al incrementarse el nimero
de elementos finitos se aleja del valor tedrico.

A continuacion se determinara cuanto afecta el nimero de elementos en lado de la grieta en el calculo de
factor de intensidad de esfuerzos. Este andlisis se realizo por esfuerzo plano en una placa con un espesor
de 5 mm y con 5 divisiones a traves del mismo. En la figura 6A se muestran los modelos discretos con el
nimero de elementos finitos en el lado de la grieta. En la tabla 4A y la figura 7A presentan el
comportamiento del factor de intensidad de esfuerzo variando el nimero de elementos, donde se observa
que no existe influencia ya que se tiene una variacién desde 1.3 a 1.6 % con respecto al valor tedrico
variando los elementos desde 368 a 3269.

@ (b) ©

Figura 6A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en lado de la
grieta; (a) 368 elementos lado de grieta, 1840 total de elementos; (b) 1092 elementos lado de grieta, 5460
total de elementos; (c) 3269 elementos lado de grieta, 16345 total de elementos.
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Tabla 4A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en el lado de la

grieta.
ESPESOR 5 mm (Esfuerzo plano)
Numero de elementos en lado de grieta 368 1092 3269
Numero total de elementos 1840 5460 16345
SIF Teorico, MPa-m*/? 348.7 348.7 348.7
SIF Nmerico, MPA-m*? 344.27 343.15 343.12
Variacion, % 1.3 1.6 1.6

SIF VARIANDO EL NUMERO DE ELEMENTOS FINITOS EN EL LADO DE LA GRIETA
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Figura 7A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en el lado de la
grieta.

Ahora se verificard como influye el radio de la primera hilera de elementos alrededor de la punta de la
grieta. El espesor de la placa es de 5 mm vy tiene 5 elementos finitos a través del espesor. El andlisis se
realiz6 por esfuerzo plano. En la tabla 5A y figura 8A se observa que no influye la variacion del radio de
la primera fila de elementos finitos, alrededor de la punta de la grieta en el factor de intensidad de esfuerzo.

Tabla 5A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el radio de la primera hilera de elementos alrededor
de la grieta.

ESPESOR 5 mm (Esfuerzo plano)
Radio alrededor de la grieta, m | 0.0005 0.001 0.0025
Numero total de elementos 18600 17390 16345
SIF Teorico, MPa-m*/2 348.7 348.7 348.7
SIF Nmerico, MPA-m*?2 343.15 343.19 343.12
Variacion, % 1.6 1.6 1.6

También se verificard como influye la abertura de la grieta en el factor de intensidad de esfuerzo. Puesto
que para realizar el analisis por el programa ANSY'S se recomienda por el fabricante que se debe considerar
una relacion entre el tamafio de la grieta con la separacion de las caras de la misma de a/200. Sin embargo
se realizara el analisis con aberturas de la grieta de 0.000025, 0.0001 y 0.0002 mm teniendo un radio en la
punta de la grieta de 0.000625, 0.0025 y 0.005 mm, respectivamente. El espesor de la placa es de 5 mmy
tiene 5 elementos finitos a través del espesor. El analisis se realizé por esfuerzo plano. Se observa en la
tabla 6A y figura 9A que el tamafio de la abertura de las caras de la grieta si influye y se tiene la menor
variacion con la recomendacion que proporcionan los fabricantes del programa.

122



SIF VARIANDO EL RADIO DE LA PRIMERA FILA DE ELEMENTOS EN LA PUNTA DE LA GRIETA
400

@ SIF tedrico
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Figura 8A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el radio de la primera hilera de elementos
alrededor de la grieta.

Tabla 6A. Factor de intensidad de esfuerzos variando la abertura de la grieta.

ESPESOR 5 mm (Esfuerzo plano)
Abertura de la grieta, m 0.000025 0.0001 0.0002
Numero total de elementos 20134 16345 12165
SIF Teorico, MPa-m2 348.7 348.7 348.7
SIF Nmerico, MPA-mY2 338.9 343.12 334.47
Variacion, % 2.8 1.6 4

SIF VARIANDO EL TAMANO DE SEPARACION DE LAS CARAS DE LA GRIETA
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Abertura de la grieta (m)

Figura 9A. Factor de intensidad de esfuerzos variando la abertura de la grieta.

Finalmente se realizo el andlisis por elemento finito variando el nimero de elementos finitos en la primera
fila alrededor de la punta de la grieta. El espesor de la placa es de 5 mm y tiene 5 elementos finitos a través
del espesor. El analisis se realiz6 por esfuerzo plano. En este andlisis se observa que el nimero de elementos
finitos alrededor de la punta de grieta no afecta en el SIF.

Tabla 7A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en la primera fila de
la punta de grieta.

ESPESOR 5 mm (Esfuerzo plano)
Numero de elementos alrededor de la grieta, m 8 | 12 | 16
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Numero total de elementos 15505 16345
SIF Teorico, MPa-m?2 348.7 348.7 348.7
SIF Nmerico, MPA-m*2 343.26 343.12
Variacion, % 1.6 1,56

SIF VARIANDO EL NUMERO DE ELEMENTOS EN LA PRIMERA FILA DE LA PUNTA DE

LA GRIETA
400
350 O SIF tedrico

B SIF numérico

300 o
O Variaciéon

250

200

150

SIF (MPa-m~1/2)

100

50

Numero de elementos

Figura 10A. Factor de intensidad de esfuerzos variando el nimero de elementos finitos en la primera fila
de la punta de grieta.
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