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Resumen

En la modelacion de procesos roboticos se necesita ejecutar algoritmos en el minimo
tiempo de manera que se disponga de decisiones oportunas y Optimas para dirigir los
movimientos de componentes mecanicos del robot.

El tema central de esta tesis es el disefio de una nueva metodologia basada en la
identificacion de restricciones superfluas para resolver eficientemente un problema de
programacion lineal que modela la sujecién de un objeto rigido por medio de manos
robdticas de cuatro dedos.

En la formulacién de un problema de programacion lineal para el analisis de la sujecion por
manos robdticas aparece una gran cantidad de restricciones no-atadas en la solucién
optima. Si algunas de estas restricciones pudieran ser suprimidas, la dimension del
problema seria disminuida y el esfuerzo computacional reducido. Los métodos comunes
para la identificacion de restricciones no-atadas no son confiables en la practica debido al
computo excesivo requerido para su implementacién. En esta tesis se desarrolla una nueva
metodologia para identificar restricciones superfluas, redundantes y no-atadas, y en
consecuencia para mejorar la eficiencia del algoritmo Simplex en la solucion de un
problema de programacion lineal para andlisis de la sujecion. Se proponen dos métodos
complementarios para identificar restricciones superfluas por medio de proyecciones
ortogonales sobre el gradiente de la funcion objetivo, uno de ellos se ejecuta antes de que
comience el algoritmo Simplex y el otro se ejecuta mientras el algoritmo evoluciona. El
método Simplex que sera desarrollado en esta tesis se nombra como método Simplex KKT
porque preserva el cono Karush-Kuhn-Tucker mientras las restricciones superfluas son
suprimidas. ElI método Simplex KKT se obtiene por agregacion de los procedimientos
computacionales requeridos al conocido método Simplex revisado. Los resultados
experimentales sobre problemas primales de programacion lineal para analisis de la
sujecion muestran un decrecimiento monoténico de la dimension del problema, alcanzando
una reduccion global por arriba del 50%.



Résumé

Modeling robotic processes requires the execution of algorithms in the minimum time in
order to make timely and optimum decisions to lead the movement of the mechanical
components of the robot.

The main subject of this thesis is the design of a new methodology based on the
identification of superfluous constraints to efficiently solve a linear programming problem
that models the grasp of a rigid object by means of robotic hands of four fingers.

In formulating a linear programming problem for grasping analysis of robotic hands there
appears many nonbinding constraints at the optimal solution. If some of these constraints
could be suppressed, the dimension of the problem would be decreased and the
computational effort reduced. Common methods for identification of nonbinding
constraints are not guaranteed in practice because of the excessive computations required to
implement them. In this paper a new methodology is introduced to identify superfluous
constraints, nonbinding and redundant, and consequently to improve the efficiency of the
Simplex algorithm in solving a linear programming problem for grasping analysis. Two
complementary methods are proposed to identify superfluous constraints by orthogonal
projections onto the gradient of the objective function, one of them performs before the
Simplex algorithm starts and the other performs while the algorithm progresses. The
Simplex method that will be developed in this paper is named as the KKT Simplex method
because it preserves the Karush-Kuhn-Tucker cone while superfluous constraints are
suppressed. The KKT Simplex method is obtained by aggregating the required
computational procedures into the well-known revised Simplex method. Numerical
experiments on primal linear programming problems for grasping analysis show a
monotonic decreasing of the problem dimension, reaching a global reduction higher than
50%.
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Capitulo 1
Introduccion

Optimizacion es un concepto que se refiere a un principio que se encuentra en los
fundamentos de analisis de problemas de decision para la supervivencia y la evolucion. La
optimizacion es parte de toda actividad de los sistemas bioldgicos, desde las formas de vida
mas simples, como lo es la bacteria Escherichia Coli que detecta azlcar y la alcanza
dirigiendo el movimiento de sus propulsores, hasta las complejas actividades del homo
sapiens. En las ultimas décadas se han desarrollado metodologias de optimizacion que
permiten al ser humano solucionar problemas tecnoldgicos complejos. Muchos problemas
ya han sido organizados en clases con sus correspondientes métodos de solucion. La
optimizacion trata los aspectos tedricos y computacionales de los programas matematicos,
como la programacién lineal, la programacién no lineal, la programacion convexa, la
programacion entera, entre otras. En esta tesis se tratardn solamente modelos de
programacion lineal.

La manipulacion por manos robdticas requiere de planteamientos de problemas de
optimizacion. En particular, se ha observado en problemas de sujecion por manos robdticas
la necesidad de determinar una decision de sujecion en tiempos reducidos por razones de
operacion en tiempo real. Se ha reportado en la literatura que un modelo computacional
apropiado para esta aplicacion es la programacion lineal. Los resultados de solucion
publicados a la fecha con este método son razonables pero, como se mostrara en este
trabajo de tesis podran ser mejorados substancialmente. Se ha observado también que el
modelo de programacion lineal para sujecion por manos roboticas exhibe una gran cantidad
de restricciones no atadas. Si gran parte de estas restricciones pudieran ser identificadas y
suprimidas, se reduciria la dimension del problema de programacion lineal y los tiempos
para determinar la decision de sujecion serian también reducidos. En esta tesis se propone
una nueva metodologia basada en la identificacion de restricciones superfluas, redundantes
y no atadas, para mejorar la eficiencia del método Simplex. La identificacion se logra por
medio de variables obtenidas por proyeccion ortogonal de vectores asociados a las
restricciones del modelo de programacion lineal.

Este capitulo esta organizado como sigue: La seccion 1 presenta una revision de los
trabajos previos al presentado en esta tesis acerca de los métodos para mejorar la eficiencia
del método Simplex. En la seccién 2 se formula el problema de programacion lineal que se
abordara en esta tesis. En la seccion 3 se presentan los objetivos y en la 4 los alcances y
limitaciones de la tesis. En la seccion 5 se expone la organizacion de esta tesis.



1.1 Trabajos previos en mejora de la eficiencia del
método Simplex

Se han realizado grandes esfuerzos para mejorar la eficiencia de solucion de un problema
de programacion lineal después de la aparicion del método Simplex de Dantzig [Dantzig
1983, Dantzig et al. 2003]. El algoritmo de punto interior desarrollado por Karmarkar
(1984) supera al algoritmo Simplex en problemas grandes de programacion lineal. El
algoritmo del elipsoide de Khachian [Khachiyan 1979; Bland et al. 1981] fue establecido
para resolver problemas de programacion lineal en tiempo polinomial. A pesar de estos
grandes avances, existen investigaciones en desarrollo para mejorar la eficiencia del
algoritmo Simplex por medio de un apropiado procesamiento de las restricciones del
problema de programacién lineal. Por tanto, en esta seccion se revisara las investigaciones
previas basadas en tres métodos diferentes que mejoran la eficiencia del algoritmo Simplex:

a) Criterio angular
b) Identificacion de restricciones redundantes
c) Identificacion de restricciones no atadas

1.1.1 Criterio angular

La idea principal del criterio angular es procesar con preferencia las restricciones cuyos
gradientes son vecinas angulares del gradiente de la funcién objetivo.

Trigos-Salazar et al. (2002, 2005) introdujo el Simplex Cosine Method, el cual alcanza
eficientemente la solucion optima en la solucién de problemas libres de redundancias.
Corley et al. (2005) desarroll6 el Cosine Simplex Algorithm, el cual tiene un buen
desempefio en la solucion de problemas de programacion lineal con un numero de
restricciones no mayor a diez. Junior et al. (2005) sugiere como base inicial para arrancar el
algoritmo Simplex un vértice que es méas cercano al veértice 6ptimo que la base canonica;
Junior reporta una eficiencia del orden del 33% cuando su algoritmo es suministrado por
una mejor base. Yeh-Wei-Chang et al. (2009) introdujo el simple direct cosine Simplex
algorithm, el cual implementa el criterio angular para selecionar la variable entrante en
lugar de la regla tradicional del coeficiente méas negativo usada en el método Simplex; el
algoritmo propuesto reduce el nimero de iteraciones en la mayoria de los problemas
probados.

Como se mostrara en esta tesis, el amplio angulo del cono Karush-Kunh-Tucker es la
mayor dificultad enfrentada por los métodos basados en el criterio angular. Esta dificultad
es superada en esta tesis por medio de la preservacién del cono Karush-Kunh-Tucker
mientras se suprimen restricciones superfluas.

1.1.2 Identificacion de restricciones redundantes

En términos generales, algo es redundante si puede ser omitido sin afectar al sistema de
referencia. Es decir, la redundancia es una condicion que indica exceso de informacion. Las
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restricciones redundantes hacen el problema méas grande de lo necesario, por lo que su

supresion en el problema mejora la eficiencia del proceso de solucién. En términos mas

precisos, la restriccion gtx < b, es redundante si y solo si el politopo & de soluciones
. . T . . 7 - 7z, . .

factibles descrito por {x|gjx < bj,j = 1,2,---m} es idéntico al politopo definido por
T . .

{xlgjx < b;,j=1.2,-m,j # k}.

El problema de redundancia en programacion lineal se abordd inicialmente por la
identificacion de la condicion redundante de una restriccion a la vez. Se propuso [Boot
(1962)] probar la redundancia de una sola restriccion verificando la infactibilidad del
politopo & modificado por el cambio de una desigualdad a una igualdad de la restriccién a
probar. Posteriormente, se propuso checar la redundancia de una restriccion en cada
iteracion del algoritmo simplex [Thompson (1966), Karwan (1983), Telgen (1986)]. Se
presentdé un notable trabajo sobre el estado del arte del problema de redundancia y del
problema de restricciones no atadas a principios de la década de los 80’s [Karwan (1983)].
En esta obra, se analizan la mayoria de los procedimientos conocidos para identificar
restricciones redundantes en programacion lineal. De entre estos procedimientos, el mas
general requiere dar solucion a un problema de programacion lineal formulado para cada
restriccion del problema original. Sin embargo, el método mas eficiente para la
identificacion de redundancias conocido a la fecha consiste en verificar la condicion
redundante de varias restricciones mientras se ejecuta el algoritmo simplex. Este método es
conocido como criterio del renglon [Gal (1983), Gal (1995)], cuya propiedad sobresaliente
es su eficiencia computacional porque solo revisa los signos de los renglones de matrices
del diccionario en cada iteracién del algoritmo simplex. Existen otros métodos que explotan
la dualidad entre cascos convexos y politopos convexos [Dula (1994)]. La idea de estos
metodos es identificar los puntos interiores del casco convexo que corresponden a
restricciones redundantes en el politopo convexo dual. La dificultad principal de estos
métodos es su complejidad computacional [Fukuda(2004)]. Existen también métodos
probabilisticos para la deteccidn de redundancias [Feng (1999)], los cuales son aplicables a
problemas de programacion lineal y no lineal. Las propiedades principales de estos
métodos son su eficiencia computacional pero la falta de completitud en la deteccion de las
redundancias.

1.1.3 Resultados en redundancia de Thompson

Thompson et al (1966) presentdé un método para identificar la condicion redundante de una
restriccion en cada iteracion simplex. Antes de formular este problema de redundancia
consideremos algunas definiciones y terminologias relativas al cono Karush-Kuhn-Tucker.
Sea la variable de holgura en un vértice xt en la iteracion t:

u(x) =bj—gixtj=12..m (1)

El vértice x* tiene asociadas "n" variables de holgura nulas: u,(x*) = 0, dondek e M =

{1,2,..m}. Notar que las restricciones con holguras nulas en x* forman el conjunto de
restricciones atadas: N, = {k|u,(xt) = 0}. Para las restricciones:hy, (x*) = gixt — by, <
0 correspondientes a las holguras nulas, se tienen"n"gradientes:Vh, (x*) = g,. Estos

gradientes definen el cono Karush-Kuhn-Tucker en xt, el cual se especifica como sigue:
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HE={x cR"|x = Z 2V, (xt) = EA, 4, > 0} )
keM
DondeA = [, 45, -+ 1,]7 ¥ E es la matriz de los"n" gradientes linealmente independientes
que delimitan el cono X°. Sea E la matriz de los gradientes que no delimitan el cono %".

Teorema [Thompson (1966)]: Una restriccion g7 x < b; donde g; E es redundante si
E~1g; no tiene componentes negativos.

Demostracion[Thompson (1966)]: El vector g,<E puede ser expresado como
combinacion lineal de los "n" gradientes linealmente independientes en E que delimitan el
cono XK'

g9, =Ez 3)
Donde z = [zy, 25, z,]". En general z; R, j = 1,2, ...n.Despejando z se tiene:
zZ = E_lgi (4)

Pero si se obtienez; > 0,j = 1,2, ...n, entonces g; s una combinacion lineal positiva de los

gradientes en Eque delimitan el cono KF. Por tanto, g7 x < b; es una restriccion redundante
detectada en el vértice corriente x*. m

En la figura 2 se nota que la restriccion 11 es redundante porque su hiperplano no delimita
el politopo®. Se aprecia también un cono KKT X' en el vértice xt delimitado por Vhg y
Vhe. Dado que Vhy, X', se escribe la siguiente combinacion lineal positiva:

Vhll = ﬂ’SVh'S + ﬂthg, /18, ﬂg = 0 (5)

El teorema confirma la redundancia de la restriccion 11. La restriccion hy; N5, pero
Vhy, X' por lo que E~1g; no tiene componentes negativos. Por tanto la restriccion hy, es
redundante.

El resultado de Thompson expuesto en el teorema evalta la condicion redundante de una
restriccion en un vértice corriente xt. Cada restriccion h,(x*) = gtxt — b, < 0 cuyo
gradiente esta en la matriz E, se pone evaluandoE~'gy, k = 1,2,..(m —n) yg, €E. Es
decir, se tiene resolver el sistema g; = Ez. Ademas, esta solucion debe obtenerse en cada
vértice x* hasta llegar al vértice optimo x*. El resultado de Thompson es
computacionalmente impréactico, pero es teéricamente atractivo.La dificultad observada es
que el sistema g; = Ez tiene que ser resuelto adicionalmente al diccionario.

1.1.4 Resultados en redundancias de Telgen y Gal

Telgen (1983) presenta los teoremas que dieron origen al método conocido como criterio
del renglén propuesto por Tomas Gal (1995) para identificar la condicion redundante de
una restriccion en cada iteracion simplex. EI método es computacionalmente practico



porgue solo revisa los signos de los renglones de matrices del diccionario en cada iteracion
del algoritmo simplex. ElI método fue desarrollado originalmente sobre un problema de
programacion lineal de variables no negativas, y asi se expone enseguida.

Consideremos el sistema de restricciones en variables basicas y no basicas:
NxN + BxB = b (6)

Definicion [Telgen (1983)]: La restriccion gtx < b, es redundante respecto del politopo
9" ={xeR"gix <b;, x>0, j=12,--m}siysolosi

i, = minimo{u, (x) exglxP*} >0 )
X

Donde u, (x) = b, — gk x es la variable de holgura de la restriccion alx < b,especificada
en un punto xe?*.Si @, = 0, la restriccion es llamada débilmente redundante, ysi i, > 0,
la restriccion es llamada fuertemente redundante. m

Multiplicando (6) por B~ se tiene el sistema equivalente
ey +Ixg = (8)
Donde
y =B7'N = [71' 72'"'7n] eR™

- T
B=B"b=[B.p,B,| R™ (10)
Xy = [Xy1, Xnz, -+ Xny]" €R™
Xp = [Xp1, X2, - Xpp|" €ER™
La matriz ¥ es usualmente referida como el tableau simplex contraido. El teorema que

sigue explota la condicion de redundancia dada en (18) y los signos de los elementos de los
renglones de yy B.

Teorema [Telgen (1983)]: La restriccion gtx < b, es redundante respecto del politopo £*
de soluciones factibles si existe una solucion bésica en la que la variable de holgura
U = Xpy CON 7, < 0 para todo j.

Demostracién [Telgen (1983)]: El r - ésimo renglén de (19) se escribe como sigue:
n
Xor = B, = ) 1yt (11
j=1

Se supone B. =0y Ypj S 0 para todo j, y que las variables del problema de programacion
lineal son no negativas. Dado que el valor de x,; puede solo ser no negativo, se tendra:



n
Z 7/1"] xNj <0
j=1

Finalmente, dado que 8. > 0 se tendra u, = xg, = 0.1

El » - ésimo renglon en el cual wu, es bésica corresponde al criterio del renglon de un
problema de programacién lineal. El siguiente teorema trata explicitamente el criterio del
renglon y provee las condiciones necesarias y suficientes sobre redundancia.

Teorema [Gal en Telgen (1983)]: La restriccion gtx < b, es redundante respecto del
politopo 2* de soluciones factibles si y solo si en alguna solucién basica factible se tiene
que la variable de holgura u;, = xg, con Ypj S 0 para todo j.

Demostracién si [Gal en Telgen (1983)]: Si Vpj S 0 para todo j, entonces:
Se sabe que en toda solucion basica se tiene 5. > 0.
Dado que xy; = 0y que Ypj S 0 para todo j, de (19) se sigue u; = Yyj 2 0.

Demostracién solo si [Gal en Telgen (1983)]: Solo si u;, = 0, entonces:
Considerando el criterio del renglon que se explica enseguida entonces, si u, = 0, en la
solucion dptima se debe tener Ypj S Oparatodojy 3. =0. m

Criterio del renglén [Gal en Karwan (1983)]: El resultado de la minimizacion expresada
en (16) es un vértice x* del politopo #* de soluciones factibles. La minimizacion (16) se
ejecuta por medio del algoritmo simplex. Luego, si la k — ésima restriccion es redundante,
la holgura wu,(x) es variable basica en todo vértice de #*. La idea clave es que el r —
ésimo renglon de la matriz ¥y del vector B puede ser considerado como el gradienteVf de
la funcion objetivo a minimizar por el algoritmo simplex. Por tanto, cuando se alcanza el
vértice optimo x*, el r —ésimo renglon contiene solo elementos no negativos [Gal en
Karwan (1983)].

1.1.5 Trabajos previos en restricciones no atadas

Los trabajos acerca de la identificacion de restricciones no atadas en programacion lineal
no son abundantes. Las principales referencias son [Thompson (1966), Karwan (1983)], en
ellas se exponen las ideas béasicas de identificacion de restricciones no atadas. Los métodos
de identificacion propuestos a la fecha no son eficientes en la préactica.

En [Thompson (1966)] se reporta que G. B. Dantzig (1955) sugirié que se podia prever que
algunas restricciones podian ser no atadas y que otras podian estar atadas a la solucion
Optima. Observd que las holguras de las restricciones no atadas podian ser llevadas a la
base dptima. Notemos que las holguras de las restricciones atadas al vértice 6ptimo deben
ser variables no basicas. Thompson (1966) explica en un teorema el pasaje de las holguras
por la base mediante un concepto de trayectoria convexa. La dificultad en este teorema es
que no hay forma de determinar una trayectoria convexa, excepto en problemas en R?2. El
teorema se transcribe enseguida sin demostracion.



Teorema [Thompson (1966)]: Mientras se sigue una trayectoria convexa de soluciones
durante la optimizacion de una funcion objetivo sujeta a restricciones lineales no
degeneradas, si una variable inicia en la base, abandona la base, y luego retorna a la base,
tal variable estara presente en la base dptima. m

1.1.6 Contraste de los trabajos previos con la metodologia propuesta

La metodologia propuesta para la identificacion de restricciones superfluas toma en cuenta
la informacion contenida en los gradientes e hiperplanos asociados a las restricciones,
mientras los métodos corrientes estan basados solo en la informacién de los gradientes de
las restricciones. Para mejorar la eficiencia del método Simplex, nuestra metodologia usa la
identificacion y supresion de restricciones superfluas mientras los métodos corrientes usan
el criterio angular. Ademas, para garantizar la confiabilidad de los métodos de
identificacion, nuestra metodologia usa métodos de preservacion del cono Karush-Kuhn-
Tucker, mientras que los métodos corrientes de identificacion no procuran la confiabilidad.
Los resultados experimentales en problemas de programacién lineal para analisis de la
sujecion con 800 restricciones muestran un decrecimiento monotonico de la dimension del
problema alcanzado una reduccién global por arriba del 50%.

1.2 Formulacion del problema de programacion
lineal

El problema de programacion lineal que sera abordado en esta tesis se formula como sigue:

maximizar f(x) = cTx
X

subjectaa:ajx +s; = b;, j=1,2,..m (12)
LNL' < X < UNL"i = 1,...7’l,LBj < Sj < Ulej = 1,2,...m
Aqui los elementos del vector x = [x4, ... x,]” son las variables de dicision del problema,
Ly; = =0, Uy; = 0,57 = (bj — aij) >0,j=1,2,..mson las variables de holgura,
Lgj =0, Ugj = o, f:R"—>R es la funcién objetivo, h;: R"—>R donde h;(x) = aij —
bj < 0,j=1,2,..m son funciones de restricciones lineales, ||Vh;|| = [|a;|| =1 por
simplicidad, y las constantes b,,.., b,,, son los limites de las restricciones. Las restricciones
lineales en (12) determinan el politopo de soluciones factibles:
P ={xeR™|alx < b;,j=1,2,..m} (13)

Un vector x* es llamado éptimo del problema (12) si produce el mayor valor de la funcién
objetivo de entre el resto que satisfacen las restricciones. Supondremos que & es no vacio y
acotado, el problema de programacién lineal es no degenerado, el ndmero m de
restricciones es mayor que el nimero n de variables de decision, b; > 0, y el origen de R™
es un punto interior de &. Cuando el espacio vectorial esta limitado a R®, el problema de
programacion lineal (12) modela el analisis de la sujecion por manos robdticas.



El método Simplex procesa el problema de programacion lineal (2) escrito en la siguiente
forma candnica:

maximize f = chxy + chxg (14)
subjected to: Nxy + Bxg = b

Donde x es un vector de variables no basicas xy;,i = 1,::-,n, xg €s un vector de vaiables
basicas xzj,j = 1,--,m, N = [Nq,---,N,] es la matriz no basica, B = [By,**, B;,] €s la
matriz basica. Comparando el problema (14) con el (12) se tiene: xy = [xq,*, x,]7,
xg =[sy,,sm]’, ecx=¢, ¢cg=0, N=[ay,,a,]", y B=1. Cuando la matriz
cuadrada B es no singular, f y xg puede ser registrada por lo que se conoce como
diccionario:

xg =B 'b— B INxy (15)
f=ckB™'b + (c} — kB IN)xy

En cada iteracidn, el algoritmo Simplex procesa el diccionario (15) por actualizacion de una
solucidn bésica factible {xy, xp}.

1.3 Objetivo de la tesis

El objetivo de este trabajo de tesis es desarrollar una metodologia basada en la
identificacion de restricciones superfluas para mejorar la eficiencia del algoritmo Simplex
en la solucion de modelos de programacion lineal para analisis de la sujecion por manos
robdticas.

Se desarrollaran los métodos de identificacion de restricciones superfluas por medio de
coordenadas determinadas de la informacion contenida en las restricciones del problema de
programacion lineal que se desea resolver. Dada la estructura del problema, se desarrollaran
los mecanismos computacionales para tratar las variables libres.

1.4 Alcances y limitaciones

Los problemas de programacion lineal que seran tratados en este trabajo de tesis tienen las
caracteristicas siguientes:

(i) El problema de programacion lineal abordado en esta tesis estd definido en el
espacio R™, por lo que el problema para andlisis de la sujecion es un caso
particular por estar definido en R®.

(ii) El punto de inicio del algoritmo Simplex es un punto interior del politopo de
soluciones factibles. Si el punto de inicio es un vértice en la frontera del politopo,
la solucion por medio del algoritmo Simplex se simplifica.

(iii) El ndmero de restricciones que pueden definirse en un problema de sujecién por
cuatro dedos robdticos pueden ir desde 12 hasta mas de 1000.
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(iv) El politopo de soluciones factibles del problema de programacion lineal es no
vacio y acotado.

(v) El problema de programacion lineal es no degenerado. Esta limitacion se establece
por facilidad de analisis, sin embargo se puede relajar por medio de la supresion de
restricciones que causan la degeneracion.

El método de solucion del problema de programacion planteado es el método Simplex
revisado presentado por Chvatal (1983), el cual sera modificado por agregacion de los
procedimientos computacionales de identificacion de restricciones superfluas.

1.5 Organizacion de la tesis

La metodologia desarrollada en esta tesis tiene el propdsito de hacer eficiente el método
Simplex por medio de la identificacidn y supresién de restricciones superfluas. Los métodos
de identificacion y el método Simplex resultante seran presentados en esta tesis como sigue.

En el capitulo 2 se desarrolla un método de identificacion de restricciones superfluas, que
estara basado en un método de coordenadas gradiente. En el capitulo 3 se desarrolla un
método alterno de identificacion de restricciones superfluas basado en un método de
coordenadas Simplex. En este mismo capitulo se presenta el algoritmo Simplex producto de
la metodologia propuesta. En el Capitulo 5 se presentan resultados experimentales que
evallan la eficiencia y robustez del método desarrollado. En el capitulo 6 se presentan las
conclusiones generales de esta tesis.



Capitulo 2

Migracion de un Punto Interior a un
Vértice Frontera

En este capitulo se desarrolla un procedimiento de migracion desde un punto interior 4 de

un politopo convexo & hasta un vértice x* en su frontera como se muestra en la figura 1.
Esta migracion debe ser resuelta en problemas de programacion lineal que modelan el
analisis de la sujecion por manos roboticas [Dan 2001]. Porque la sujecion es un problema
préactico, la migracion se debe resolver en un minimo nimero de pasos procesando al
mismo tiempo variables libres.

Fig. 1: Migracion desde un punto interior 4 de un Politopo &
hasta un vértice x* en su frontera

El algoritmo Simplex revisado [Chvatal 1983] resuelve problemas de programacion lineal
con variables de decision no negativas y con punto de inicio un vértice en la frontera del
politopo de soluciones factibles. En este capitulo se adapta el algoritmo Simplex revisado
para que resuelva problemas de programacion lineal de variables libres con punto de inicio
en el interior del politopo, como el mostrado en la figura 1.

La seccion 1 presenta una revision de las formas de tratar las variables libres y del célculo
de un vértice en la frontera del politopo de soluciones factibles. En la seccion 2 se presenta
un ejemplo en R3 para evaluar paso a paso el calculo del vértice frontera. La seccion 3
presenta las conclusiones del capitulo.
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2.1 Tratamiento de variables libres

El algoritmo simplex revisado requiere que las variables libres sean transformadas en
variables no negativas. Hay dos formas usuales para realizar ésta transformacién. La
primera forma sustituye una variable libre por dos variables no negativas, mientras que la
segunda forma expresa una variable libre como combinacién lineal de las variables no
negativas, la cual se cancela por sustitucion en las ecuaciones donde aparezca
[Luemberger, 2008]. La segunda forma no aplica porque todas sus variables de decision
son libres. La primera forma puede aplicar con la desventaja de duplicar el nimero de
variables de decision.

2.1.1 Tratamiento de variables no negativas

Consideremos el procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex revisado que procesa
variables no negativas. El procedimiento selecciona de entre los elementos del vector
Xy = [xy1, XNz, Xnn )T UNa variable xy, que al ser modificada incremente la funcion
objetivo:

f(xp) =cEB7'b + (¢}, — kB~ *N)xy (@)}

El vector xy = [xy1, Xn2, - Xnn]” €s nulo por definicién. Sus componentes pueden ser
variables de decision o variables de holgura en virtud del procedimiento de pivoteo. El
algoritmo simplex revisado requiere que todas las variables de decision sean no negativas y,
dado que las de holgura son también no negativas por definicion, la forma de incrementar la
funcion objetivo es por incremento de xy,exy por un escalar t > 0. Es decir,
Xy (xyi +t) siempre que su correspondiente coeficiente satisfaga la siguiente
condicion [Chvatal, 1983]:

(cnk — €EB7IN) > 0 (2)

La tabla 1 muestra el procedimiento del algoritmo simplex revisado que determina el indice
KENT = k de la variable no béasica x, que incrementara el valor de la funcion objetivo.

Ejecutar para k = 1,2 ---n lo que sigue:
Si (cyx — €EB7IN,) > 0
0 KENT=k
o Salirdellazok =1,2 ---n

Tabla 1: Procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex revisado que
determina el indice KENT = k de la variable no basica x,; no negativa.

Si se insiste en usar el algoritmo simplex revisado en problemas de programacion lineal de
variables libres, se pueden usar métodos para convertir las variables libres en variables no
negativas [Luemberger, 2008]. De otra forma, habrd que modificar el procedimiento de
optimalidad para que se acepten variables libres.
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2.1.2 Tratamiento de variables libres

Se propone un método que trate directamente las variables libres por medio de una
modificacion al procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex revisado.

Consideremos los siguientes hechos:

e Las variables de decision son libres —oo < x; < o0,i = 1,2,---n, mientras que las
variables de holgura son no negativas por definicion 0 < u; < «,i =1, 2,---m,

e Un componente xy, del vector de variables no bésicas xy, puede ser variable de
decision x;,ie{1,2,..n} o variable de holgura w;,je{1,2,..m}. Por tanto, la
variable no bésica x,; puede adoptar valores positivos o negativos. Es decir, el
valor nulo de x,, puede emigrar hacia un valor positivo o negativo. Notar que el
indice k{1, 2, ...n}.

Por consiguiente, la funcién objetivo (8) puede ser incrementada por modificacion de una
variable no béasica xyy:

e () = xy £ & 3)

donte £> 0y xy, = 0 del lado derecho para todo k. Se puede demostrar que este cambio
modifica al vector de variables no basicas en la forma siguiente:

xy(t) = xy L exs 4)

donde ey, es el vector canonico con la unidad en su k-ésima coordenada y x, = 0 del lado
derecho. Sustituyendo (4) en las expresiones de f y de xp del diccionario se tiene:
f=ckB7 b+ (c§ — kB N)xy
f(t) = cgB™'b + (cy — cEBTIN) (xy £ ;&)
=cLB™'b + (¢} — kB 'N)xy + (¢} — kB N)e, &
= f + (cyex — cgB™'Ney)&
=f % (cyx — CgBT'NR)& (5)

xB = B_lb - B_leN
xg(t) = B71b — B™IN(xy * e, &)
=B 'b— B INxy ¥ B Ne, &
=xg T B7IN,¢& (6)
El simple cambio xy;, = xy, £ £ puede hacer que la funcion objetivo sea incrementada

como se indica en (5) bajo ciertas condiciones del coeficiente (cy, — ckB~1N,,), y bajo las
siguientes condiciones de factibilidad de xy (&) y xg(&):
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Lyk < (xyx £ &) < Upg
LBS(XB$B_1NI(§)<UB (7)

La cantidad "&£ > 0" se calcula tal que las condiciones (7) se satisfagan, y se calcularan en
el procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex méas adelante. En (7) se necesita el
indice k para precisar las cantidades xyy, Ly, Uyk Y |2 k-ésima columna N, de la matriz
no basica. Por otro lado, el indice k se determina por evaluacion del signo del coeficiente
(cyr — €EB™IN,) que hard que la funcion objetivo f(t) sea incrementada, como se
muestra enseguida para el caso de variables libres que se esta tratando.

El impacto del incremento (xy; * &) sobre la funcion objetivo f(t) se muestra en la tabla 2
con el proposito de determinar el indice k de la variable no basica x, y de deducir por
tanto el mecanismo de variables libres. La columna 1 muestra los posibles valores de la
variable entrante x,;, mientras que la 6 muestra sus correspondientes incrementos. La
columna 2 muestra los limites de x,, la 3 muestra solo sus limites inferiores. La columna
4 muestra la condicion positiva o negativa del coeficiente (cy, — c5B~1N,) dependiendo
del valor de la variable entrante x,.

Xnk | [Lyie Unk] | Lk Coeficiente Indicador de signo xyp £ &
si | [0,40] | O (cyx — €EB7INy) > 0 k™ =k Xnk + &
x; | [0, +00] | —0 (CNk - clT;B‘lNk) >0 kt =k Xnk + &

Tabla 2: Condiciones de incremento de la funcion objetivo f para
determinar el indice k de la variable no bésica xy.

El impacto del incremento (xy; * &) se observa en los renglones de la tabla 2 como sigue:

e Elrenglon 2 se lee como sigue: Si xy, = s;, o que se detecta por LN, = 0, se elige
(xni + &) siempre que el k-ésimo coeficiente (cy, — c5B™1N,) > 0.

e El renglon 3 se lee como sigue: Si xy, = x;, 10 que se detecta por LN;,, = —oo, se
elige (xyy + t) siempre que el k-ésimo coeficiente (cy, — €EB~1N;) > 0.

e El renglon 4 se lee como sigue: Si xy, = x;, 10 que se detecta por LN),, = —oo, se
elige (xyx — &) siempre que el k-ésimo coeficiente (cy, — c5B™IN,) < 0.

De los renglones 2 y 3 se deduce que se tiene que elegir (xy, + &) cuando el coeficiente
(CNk — ch‘lNk) > 0, yaseaque LN, = 06 que LN, = —oo. Del rengldn 4 se deduce que
se tiene que elegir (xy; — & cuando (cyx — cEB™IN,) <0 y LNy, = —oo. Dado que
Xy, = 0 por definicion, la condicion LN, = —oo se puede escribir como: xy; > LN,.

Por consiguiente, la funcion objetivo f(t) dada en (11) es incrementada por identificacion
del signo del k-ésimo coeficiente (cy, — c5B™1N,) y por el limite inferior de la variable
no basica x,;, mientras el indice k se variak = 1, 2, ...n:

13



(cnk — €EB™IN,) > 0 para el caso xy, + &

8
xnie > Ly Y (eyx — €EB7IN,) < 0 para el caso xy;, — & ®)

Las condiciones (8) para identificar el k — ésimo coeficiente de la variable no basica x

permiten tratar las variables libres directamente incluyéndolas en el procedimiento de

optimalidad del algoritmo simplex revisado.

La tabla 3 muestra el mecanismo de variables libres que determina el indice k de la
variable no bésica x,;. Comparando el procedimiento de la tabla 1 con el de la tabla 3
notamos que el algoritmo simplex revisado y adaptado, acepta las variables de decisién
como variables libres por la condicion adicional: (xy; > Lyk) ¥ (CNk — clT,B‘lNk) <0.

kt*=0,k =0
Ejecutar parak = 1,2 ---n lo que sigue:
Si (cyx — €EB7IN,) > 0
o kt=k
o Salirdellazok =1,2 --n
Si Genie > L) ¥ (enie — €EB™'N,) < 0
o kT=k
o Salirdellazok =1,2 --n
Terminar si k* = 0y k~ = 0, y declarar la solucién corriente como solucién éptima.

Tabla 3: Mecanismo de variables libres.

2.1.3 Procedimiento de migracion al vértice frontera

Como se hizo notar anteriormente, todas las variables de decision estan contenidas en xy al
inicio del algoritmo simplex. Por tanto, el mecanismo propuesto de vértice frontera consiste
de las dos acciones siguientes:

e Sacar del vector xy = [xy,x,,-x,]7 cada una de sus variables (una a la vez)
durante las primeras "n" iteraciones del simplex. Durante estas iteraciones, las dos
condiciones de variables libres dadas en (8) podran satisfacerse.

e Asegurar que ninguna variable de decision regrese al vector x, despues haber
salido de él. Por tanto, a partir de la iteracion (n + 1), el vector xy debera estar
constituido solo por variables de holgura.

Que cada variable de decision x;,i = 1,---n salga del vector xy = [x;, x5, - x,]7 en las
primeras "n" iteraciones del simplex es relativamente simple porque en general la eleccion
de la variable saliente no es Unica. Sin embargo, la variable que regresa al vector xy es
Unica, por lo que es méas dificil asegurar que ninguna variable de decision regrese a xy.
Como se vera mas adelante en el procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex
revisado, es posible hacer que la variable que regresa al vector x, sea solamente variable

béasica haciendo uso de la hipotesis de no degeneracion del problema de programacion
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lineal. La implementacion del mecanismo de vértice frontera se presenta como parte del
procedimiento de optimalidad de la tabla 4.

Los mecanismos de variables libres y de vértice frontera modificaran el procedimiento de
optimalidad del algoritmo simplex revisado. El procedimiento modificado se denota como
procedimiento de optimalidad de vértice frontera, el cual se presenta en la tabla 4.

Datos de entrada:
Cn, CB,N,B_l,xN,LN
Canon = [1,2,---n|

tf =n
kt=0,kT =0
Si t<t?

Ejecutar parak = 1,2 ---n lo que sigue:
Si keCanon VERTICE FRONTERA:
Si (CNk —cLB7IN,) >0 VARIABLES LIBRES:

o kt=k
O Suprimir k del conjunto Canonicas

o Salirdellazok =1,2 --n
Si (xwk > Lyi) ¥ (cwie — €EB7IN,) < 0 VARIABLES LIBRES:

o kT=k
o Eliminar k del conjunto Canonicas
o Salirdellazok =1,2 --n
Enotrocaso (t >t*) DESPUES DE VERTICE FRONTERA:
Ejecutar parak = 1,2 ---n lo que sigue:
Si (cyx — €EB7IN,) > 0
o kt=k
o Salirdellazok =1,2 --n
Si (xnk > L) ¥ (cni — €BB™*Ni) <0
o kT=k
o Salirdellazok =1,2 -=:n
Terminar si k* = 0y k~ = 0, y declarar la solucién corriente como solucién éptima.

Tabla 4: Procedimiento de optimalidad que incluye los mecanismos de
variables libres y de vértice frontera.

El procedimiento de optimalidad de vértice frontera de la tabla 4 puede ser expresado

computacionalmente por medio de la siguiente funcion:
[k*,k~] = Optimalidad(cy, cg, N,B~1, xy, Ly, Canon, t*, k*, k™) (16)

Los parametros de salida k™, k~ se usaran en los procedimientos de factibilidad y
pivoteo del algoritmo Simplex.
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2.1.4 Observaciones al mecanismo de variables libres

El mecanismo de variables libres determina el indice KENT = k de la variable no
bésica x; que haré crecer la funcion objetivo. EI mecanismo se codifica en la tabla 4
mediante las dos instrucciones: “Si (cy, — c5B™IN,) > 0"y “Si (xy >

Lyi)y (CNk — clT,B‘lNk) < 07, las cuales permiten valores negativos para la
variable no béasica entrante, es decir: xy, <« (xyr + £ con &> 0.

2.1.5 Observaciones al mecanismo de vértice frontera

En el procedimiento de optimalidad de la tabla 4 se ha definido el conjunto "Canonicas"
cuyos elementos son los indices de las variables de decision asociadas a los ejes candnicos
del espacio vectorial R™. Es decir, los indices de los elementos del vector de variables
bésicas xy = [x4, x5, - x,,]7 al inicio del algoritmo simplex son los siguientes:

Canonicas = {1, 2,--n}

En una iteracion del algoritmo simplex revisado, el mecanismo de vértice

frontera elige mediante la instruccion: “k eCanonicas” el indice de una

variable canonica que sera variable entrante. Que esta variable entrante se

elija en las primeras "n" iteraciones del algoritmo se codifica con la

instruccion: “Ejecutar parak = 1,2 ---n lo que sigue”.

La instruccion: “si k eCanonicas” asegura que se elija una variable de decision,
mientras que la instruccién: “eliminar k del conjunto Canonicas”, asegura que
Canonicas—» ¢. Por tanto, la estrategia de sacar cada variable de decision del vector
xy = [x1,x,,- x,]7 hasta agotarlas permite emigrar desde el origen de R™ en el
interior del politopo & hasta un vértice x* en su frontera en solo "n" iteraciones del
algoritmo simplex.

Al finalizar la iteracion "n", el vector x, estara constituido por solo variables de
holgura teniéndose: xy = [s;1, Sj2, ---sjn]T CON sjx €{51, 52, Sm}Y Sjx = 0,k =
1,2, ...n. Que estas variables sean nulas significa que habiendo comenzado en el
origen de R™, el algoritmo simplex ha alcanzado un vértice x* sobre la frontera del
politopo & de soluciones factibles en "n" pasos. El vértice x* puede ser considerado
como el vértice de inicio de la fase 2 del método simplex revisado. Por tanto, el
mecanismo que lleva desde el origen de R™ hasta x* es equivalente a la fase 1 del
método simplex.

El algoritmo simplex propuesto comienza en el origen de R™ en el interior del
politopo &, llega a un vértice x* en la frontera de 2 y continta por la frontera hasta
llegar al vértice éptimo x*. Es decir, el algoritmo propuesto incluye las dos fases del
método simplex sin distinguirlas porque el mecanismo de vértice frontera es parte del
procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex.

Una propiedad notable del mecanismo de vértice frontera propuesto es que usa la
funcidn objetivo del problema original de programacion, lo que hace que el vértice
frontera x* esté angularmente cercano del vértice 6ptimo x*.
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2.2 Ejemplo numérico

Se presenta un ejemplo numérico de un problema de programacion lineal de variables libres
con el fin de evaluar los mecanismos de variables libres y de vértice frontera de la tabla 4.
El problema es de seis restricciones y esta definido en R3 por facilidad de analisis:

maximizar f(x) = chxy + chxp
X

subjeto a:
NxN + BxB =b

El algoritmo se inicia con los parametros y variables siguientes:

CN = [CN]J CN2,6N3]T = [_05, _15, Z]T
€g = [Cp1,Cp2) CB3) Cpas Cps,) CBé]T

=[0, 0,0, 0, O, O]T
N = [Nll NZ; N3]

1 0 o0 0 o -117
= [ay,a3,a3,a4,a5,a]" =[]0 0 -1 1 0 0 (16)
0 -1 0 11 0

B =1, 6x6

b =[1.5,1.1492,1.9254,1.9254,2.8508, 1.5]"

Xy =X = [x,%5,x3]T =1[0,0,0]7, Ly <x < Uy

Xgp =S = [S,52,53,54,55, 5|7, Lg <s<Ug

Ly = [LN;, LN,, LN;] = [—o00, —00, —o0]

Uy = [UNy, UN,, UN;] = [+00, +00, +00]

Lp = [LBy, LB, - LBg]=[0, 0, 0, 0, 0, 0]
Up = [UB,,UB,, - UBg] = [+00,4+0, 400, 400, 400, +00]

2.2.1 Prueba paso a paso de los mecanismos

Datos de entrada para lIteracion 1:
Cy = [CN1:CN2:CN3]T = [2'_0-5%_2]71 .
¢g = [CB1,Cp2,CB3, Cpas Cps, Cps]” =1[0,0,0,0,0,0]

invB =1, 6Xx6
1 0 0 0 0o -11"

N = [Nl,Nz,N3] =10 0 -1 1 0 0 = [al,az,a3,a4,a5, a6]T
0 -1 0 1 1 0

Ly = [LN;, LN,, LN5] = [—00, —00, —c0]

Xy = [Xy1, Xn2, xn3]" = [0,0,0]"
Ejecutar para k = 1, 2, 3 lo que sigue:
ct — kBN =[2,-0.5,-2]" - [0,0,0,0,0,0]"B*N = [2,-0.5,—-2]T
=cy; —CEB™IN; =2>0
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e kKENT =1

e Canonicas = {2,3} xl =[x, x5,x3]7 = [1.5,0,0]"

e (Canon_cont =1 s(xl) =[0 1.149 1.925 1.925 2.8508 3]T
e Salirdellazok =1,2,3

Datos de entrada para Iteracion 2:
cy = [cn1, Cnzs ens]” = [0,—0.5,-2]"

g = [Cp1, Cp2, Cp3, Cpar Cps, Cas]” = [2,0,0,0,0,0]"

invB = I, 6x6 con la primer columna = [1 0,0,0,0,1]7
1 0 00 0 0

N =[N;,N,,N;]=[0 0 -1 1 0 0 [ay, a3, a3, a4, as, ag)
0 -1 0 1 1 0

Ly = [LN{,LN,,LN;] = [0, —c0, —c0]

xy = [xn1, %Nz, %n3]" = [0,0,0]"
Ejecutar para k = 1, 2, 3 lo que sigue:
ct — kBN =1[0,-0.5,-2] —[2,0,0,0,0,0]"B~IN
=[0,-0.5,—-2] —[2, 0, 0]

= [-2,-0.5,-2]
= (xnz > Ly2) y (cnz — €EB7IN,) <0
e KkENT =2
= e Canonicas = {3} x2 = [x1, x5, %3])7 = [1.5,—1.9254, 0]
e Canon_cont = 2 s(x2) =[0 1.1492 0 3.8508 2.8508 3]T
e Salirdellazok =1,2,3

Datos de entrada para lIteracion 3:
cy = [enw enz ensl” = 10,0, _2]

g = [Cp1, Cp2, Cp3, Cpar Cas, Cps]” = [2,0,—0.5,0,0,0]"

invB =1, 6x6 con lacolumnal=1[1,0,0,0,0,1]7yla3: —e; + e,
1 0 0 0 0O

N = [Nll Nz, N3] =10 0 1 0 0 O = [al; a,, a3; a,, aSr aG]T
0 -1 01 1 0

Ly = [LN1;LN2,LN3] [0,0, —o]

xy = [xy1, %n2, %y3]" = [0,0,0]"

Ejecutar para k = 1, 2, 3 lo que sigue:

X — kBN =10,0,-2] —[2,0,-0.5,0,0,0]"B~IN
=[0,-0.5,—-2] —[2, 0.5, 0]
=[-2,0,-2]

= (xy3 > Ly3) y (CN3 — CEB_1N3) <0

= e KENT =3
e Canonicas = ¢ x3 =[x, x5, x3]7 = [1.5,—1.9254, —1.1492]"
e Canon_cont =3 s(x)=[0 0 0 5 4 3]T
e Salirdellazok =1,2,3
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El politopo de soluciones factibles # = {x eR"™|alx < b} - N {xeR™alx < by} y los
tres puntos calculados x1, x%, x3 se muestran en la figura 1.

1

!

1

!

Fig. 2: Politopo & de soluciones factibles

2.2.2 Andalisis de resultados:

1. Como se aprecia en la figura 1, el vértice x* en la frontera del politopo & se alcanza
en solo tres pasos desde el origen de R3, es decir x* = x3. En este ejemplo, la
solucién éptima x*coincide con x* = [1.5,—1.9254,—1.1492], con lo que se
muestra que x* es angularmente cercano a x*.

2. Como se aprecia en la ejecucion paso a paso, la naturaleza libre de la variable no
basica xy; se detecta en cada iteracién. En la iteracion 1 sucedid el incremento:
xy1 € (xyq + t) el cual se detectd por la condicion:

cyy — CEBTIN; =2 > 0.
Mientras que en las iteraciones 2 y 3 sucedieron los decrementos: xy, < (xy, — t)
Y xy3 ¢ (xy3 — t), los cuales fueron detectados por las condiciones:

(xn2 > Ly2) y (szz - CEB_lNz) <0

(xn3 > Ly3) ¥ (cy3 — €gB™'N3) <0
respectivamente.

3. Existe consistencia entre las posiciones de los tres vértices calculados x!, x?, x3 y
sus correspondientes variables de holgura:

s(x) =[0 1.149 1.925 1.925 2.8508 3]T
s(x?) =[0 1.1492 0 3.8508 2.8508 3]T
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s(x3) =[0 0 0 5 4 31T
Como se aprecia en la figura 1, dado que el punto x! se localiza sobre una cara del
politopo, el vector de variables de holgura s(x!) tiene solo una variable nula.
Porque el punto x? se localiza sobre en la interseccion de dos caras del politopo, el
vector de variables de holgura s(x?) tiene dos variables nulas. El punto x3 se
localiza en la interseccion de tres caras del politopo, por lo que el vector de
variables de holgura u(x?) tiene tres variables nulas.
4. Los ceros del origen x = [x,x,,x3]7 =[0,0,0]7 de R3 se propagan hacia cada
solucion [(x)T, (s(x/))T],j = 1, 2,3, como se observa en la tabla 5:

t [T, (s(x)] = [x1, x5, x5 | 51,55, 55, 5]

[0, 0, 0 | 1.5,1.1492,1.9254,1.9254,2.8508,1.5], xy = [x{, x9, x3]7

[1.5, 0, 0 | 0 1.149 1.925 1.925 2.8508 3], xy = [u}, x1,x3]7

[1.5,—1.9254, 0 | 0 1.1492 0 3.8508 2.8508 3], xy = [u?u’ x2]T

w [N |k |O

[15,—-1.9254,—-1.1492 |0 0 O 5 4 3], xy=[ududud]”

Tabla 5: Propagacion de los ceros del origen de R3

5. El vector de variables no bésicas x, recibe una variable de holgura sjt en cada
iteracion t. Dado que el ejemplo esta definido en R3, en la iteracion t = 3 x tiene
sus tres componentes con variables de holgura como se nota en la tabla 5.

6. Se ha comprobado que el cdodigo de la tabla 4 implementa los mecanismos de
variables libres y de vértice frontera para el ejemplo dado. El vértice frontera x* es
angularmente cercano al optimo x* y las tres variables libres —oo < x; < o0, =
1,2,3 se manipularon directamente en el procedimiento de optimalidad del
algoritmo simplex.

2.3 Conclusiones del capitulo

Como se observa de la tabla 5, no es una sorpresa que los "n" ceros del origen x =
[, %2, %5]" = [0,0,0]" de R™ se reacomoden en cada solucién: [(x)T, (s(x/))] =
[x],x],x] | s],s],s],5]1,j = 1,2, ... durante las primeras "n" iteraciones simplex. Solo hay

"n" ceros en esta solucion cuando se tiene un politopo de soluciones factibles no
degenerado. El procedimiento de optimalidad selecciona una variable entrante x,; = 0 de
entre los componentes del vector xy = [xy1, X2, Xnn]T COMO candidata para que sea
movida de su valor nulo mediante el cambio xy;, «(xy, £ &) con & > 0. Inmediatamente
después, el procedimiento de factibilidad ejecuta este cambio mediante el calculo de & > 0
de tal forma que una sola variable basica xz, se haga nula. De esta forma, la variable no

basica x,; se hace distinta de cero al mismo tiempo que una variable basica xz, se hace
cero, por lo que el nimero de ceros en la solucion [xl,xz,x3 | 51,52,53,54] j=12,.
mantiene en "n" siempre que el politopo de soluciones factibles sea no degenerado.
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El procedimiento presentado incluye las dos fases del método simplex usual. La fase 1 esta
codificada implicitamente en el procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex
frontera como se muestra en la tabla 4. Ademas de que el vértice frontera x* es calculado
en "n" pasos, este vértice se encuentra angularmente cercano al vértice optimo x*. Este
hecho se explica porque el mecanismo de vértice frontera usa la misma funcion objetivo del

problema de programacion que se esta resolviendo.

El procedimiento de la tabla 4 tiene las dos propiedades siguientes: (i) la aceptacion en
forma directa de las variables libres sin usar métodos de conversion a variables no
negativas y (ii) el célculo en "n" iteraciones simplex de un vértice en la frontera del
politopo de soluciones factibles a partir del origen del espacio R™ en el interior del
politopo.
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Capitulo 3

ldentificacidon de Restricciones
Superfluas por Criterio angular

En la formulacion de problemas de programacion lineal para analisis de la sujecion se ha
observado la existencia de una gran cantidad de restricciones superfluas en la solucion
Optima, las cuales causan tiempos prolongados de calculo. Las restricciones superfluas
encontradas en estos problemas son eminentemente no atadas y rara vez redundantes.

La pregunta importante que puede ser planteada ahora es que si existe alguna forma de
forzar a que las restricciones se manifiesten como restricciones superfluas.

En este capitulo se probara la hipotesis de que es posible someter el conjunto de
restricciones de un problema de programacion lineal a cierta clase de polarizacién que las
fuerce a agruparse en dos clases: el conjunto de restricciones candidatas a delimitar el cono
Karush-Kuhn-Tucker (cono KKT) y un conjunto de restricciones que con seguridad son
superfluas.

El fendbmeno de polarizacion de restricciones usado aqui es como el de la polarizacién de
cargas eléctricas sujetas a un campo de fuerza. En un problema de programacion lineal
existen entidades polarizadoras que funcionan como generadoras de un campo de fuerza
sobre las restricciones. Las entidades de polarizacion son el gradiente de la funcion objetivo
Vf y el cono KKT. Las entidades sometidas al fendmeno de polarizacion son
fundamentalmente las restricciones, pero no directamente, sino a traveés de cantidades
derivadas de ellas que son sensibles a la polarizacion. Las dos cantidades sensibles que
seran tratadas en esta tesis son: (i) la coordenada gradiente v obtenida por proyeccion

ortogonal del gradiente Vh; de la j —ésima restriccion sobre Vf y (ii) la coordenada
Simplex fj obtenida de la proyeccién ortogonal de un vector asociado al hiperplano de la

j —eésima restriccion. En este capitulo se disefiard un método basado en las coordenadas
gradiente para identificar restricciones superfluas. En el capitulo 5 sera desarrollado otro
método para identificar restricciones superfluas, pero basado las coordenadas Simplex.

La metodologia propuesta en el presente capitulo consiste en insertar en el método Simplex
revisado [Chvatal (1983)] el procedimiento de optimalidad desarrollado en el capitulo 3 en
el que se calcula el vértice frontera x*, y el procedimiento de identificacion de restricciones
superfluas basado en las coordenadas gradiente. La inclusion de estos procedimientos al
método Simplex revisado producird un algoritmo mejorado en eficiencia computacional, el
cual se nombrara como método Simplex KKT. El algoritmo inicia en un punto interior 4 del

politopo & de soluciones factibles, migra hacia un vértice x* en su frontera y contintia hasta
llegar al vértice dptimo x*, como se ilustra en la figura 1. El problema de programacion
lineal sujeto de estudio estd definido en el espacio R™ cuyo origen puede ser un punto
exterior de &, como se muestra en la misma figura 1. Si este es el caso, el punto interior 4

de & puede ser calculado por medio del algoritmo de newton. En el presente capitulo se
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supone que el punto interior 4 es dado, como sucede en el analisis de la sujecion por manos
roboticas. Por tanto, el algoritmo generard la siguiente secuencia de Vvértices:

*

/P’.--,x#,-.-’x .

X1

S
.

Fig. 1: Migracion 4 —» x* — x*

En la seccion 1 se definen las clases de restricciones que componen un problema de
programacion lineal. En la seccidn 2 se plantea el problema de particion del conjunto de
restricciones. En la seccion 3 se plantea el fendmeno de polarizacion de restricciones. En la
seccion 4 se disefia un mecanismo de identificacion de restricciones superfluas por medio
del criterio angular. En la seccion 5 se analiza el efecto de la supresion de restricciones
atadas al optimo sobre la condicion de superfluidad. En la seccion 6 se presenta el
algoritmo simplex KKT. En la seccion 7 se presentan las conclusiones del capitulo.

3.1 Definiciones de clases de restricciones

Consideremos el siguiente problema de programacion lineal en R™ con las suposiciones y
definiciones del capitulo 1:

maximizar f(x) = c'x
mizar f(x) o

subjeto a:ajx < bj,j =1,--m

Se enfatiza que el problema de programacion lineal (1) es no degenerado por ser una
condicion necesaria para la identificacion de restricciones superfluas y que el politopo de
soluciones factibles es no vacio. Para precisar el concepto de restricciones superfluas se
definirdn ciertas clases de restricciones que componen el problema, las cuales estan
referidas al politopo de soluciones factibles. El politopo de referencia es el de la figura 2

23



definido en R? por razones de ilustracion grafica de los conceptos asociados, y corresponde
al siguiente ejemplo numeérico:

maxi;nizarf(x) = [-1 _Z]T[xl]

X2
subjecta a:
Restricciones Indices

09359x; — 03523x, + s, = 0.7707 1

0.8869x; — 0.4619x, + s, = 1.3858 2

0.9998x; + 0.0202x, + s3 = 15148 3

0.8601x; + 0.5101x, + s, = 27004 4

0.1709x; + 0.9853x, + s5 = 3.4183 5 @)
—0.6816x; + 0.7317x; + sS¢ = 25059 6
—0.9404x, + 0.3401x, + s; = 1.7007 7
—0.9999x; + 0.0101x, + sg = 12121 8
—0.9573x; — 0.2892x; + s = 1.3960 9
—0.6816x; — 0.7317x, + S50, = 1.9045 10
—0.9939x; — 0.1104x, + sy = 2.1082 11

—o0 < xl,xz < +OO' S] > 0,] = 1,2,...11

Los gradientes Vh; de las restricciones j = 1,2,4,5,8,9,10,11, un vértice inicial x° y dos
vertices optimos x* se muestran en la figura 1. Dos problemas de programacién lineal con
el mismo politopo & pero con diferentes funciones objetivo se muestran también para
estudiar las restricciones respecto de los conjuntos J; and J{; mostrados también aqui.

Fig. 2: Politopo de soluciones factibles caracterizado por (a) Vf; y por (b) V£,

El vector gradiente Vf; en la figura 2(a) coincide con la de (2), es decir, Vf; = Vf =
[-1,—2]". En la figura 2 (b) otro vector gradiente Vf, = [1,2]7 caracteriza el otro
problema.
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En las definiciones que siguen se dan diferentes conjuntos de indices que seran usados en
esta tesis, los cuales representan conjuntos de restricciones del problema de prueba (2) y
que son mostrados en la figura 2.

Definicion 1: Sea J el conjunto de restricciones en un problema de programacion lineal
dado. Para el problema de prueba se tiene: M={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Definicion 2: Sea el cluster de restricciones, denotado como €, el conjunto de restricciones
en M ordenadas de acuerdo al &ngulo entre el gradiente de cada restriccion y el gradiente
de la funcion objetivo. En la figura 2, €(Vf;)={10,9,11,8,7,2,1, 6, 3,4, 5} es el cluster
referido a Vf;,y C(Vf,)={5,4,3,6,1,2,7,8,11,9, 10} es el cluster referido a Vf,.

Definicién 3: El conjunto de restricciones redundantes con respect al politopo & de
soluciones factibles, denotado por R, es el conjunto de restricciones que satisfacen la
siguiente condicion: gix < b, es una restriccion redundante si y solo si el politopo & es
idéntico al conjunto: {x|g]-Tx <bj,j=12,---m,j # k}. Para el problema de prueba se
tiene R={2,11}. Las restricciones redundantes no delimitan & como se ve en la figura 2.

Definicion 4: Sea el conjunto de restricciones atadas, denotado por N},;,4, €l conjunto de
restricciones cuyas variables de holgura son nulas en el vértice 6ptimo x*: N} =
{k|si(x*) = 0}. Npina = {1,10} esta asociado a la funcién objetivo f; Yy N ping = {4,5} a
la f,.

Notamos que los gradientes Vh; (x*) de las restricciones atadas delimitan el cono KKT. En
problemas de programacion lineal no degenerados las holguras nulas definen restricciones
atadas a cualquier vértice x* del politopo. En este caso podremos definir el conjunto de
restricciones atadas a un vértice xt en la forma siguiente:

Nata = {klug (x") = 0} (3)

Una restriccion atada a un vértice corriente x* es una restriccion cuyo gradiente delimita un
cono KKT en at, el cual se denotard como K'. Notar que existe un cono X' para cada
vértice corriente xt en el sentido de que x* puede ser considerado como Vvértice 6ptimo para
alguna funcion objetivo. En la figura 2 las restricciones gix < bg y ghx < by son
restricciones atadas al vértice frontera x*, teniéndose por tanto:

Nata = (klu (x*) = 0} = {8,9}
Definicion 5: Sea el Cono Karush-Kuhn-Tucker (cono KKT), denotado por ", el conjunto

de puntos determinados por la combinacion lineal positiva de los gradientes Vh;(x*) de las
restricciones i en N} ;,4:

FH={xeR"| x = Z 2Vhy(x?), A = 0} (4)

. *
ieNpind
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En la figura 2(a): H; = {xeR?| x = ,,Vh (x*) + A1oVho(x*), 41, 410 = 0} estd
caracterizado por las restricciones en Np;q = {1,10} mientras que en la figura 2(b):
F, = {xeR?| x = 1, Vh,(x*) + AsVhs(x*), A4, A5 =0} estd caracterizado por las
restricciones en N pina = {4,5}.

La expresion dada en (3) nos permite explicar la relacion que existe entre el cono KKT J*
y el gradiente de la funcion objetivo Vf en el veértice 6ptimo x* por medio de lo que se
conoce como las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker [Bazaraa 2006]: Si
x* es una solucion optima para el problema de programacion lineal que se esta resolviendo,
el gradiente de la funcién objetivo Vf en x* puede ser representado como un punto interior
del cono KKT %* siempre que los vectores Vh;(x*),i=1,---n sean linealmente
independientes:

Vf = z AVh;(x%), 4 = 0 ©)
i=1

La expresion (4) agrupa las n restricciones que definen la solucién 6ptima x*. Para la figura
2 setiene: Vf = 4,Vh (x*) + A,0Vhyo(x™), 44, 410 = 0.

Definicion 6: Sea el angulo del cono Karush-Kuhn-Tucker (angulo del cono KKT),
denotado por ang (¥"), la cardinalidad del minimo conjunto de restricciones en el cluster €
que contiene N;,; normalizado por su cardinalidad |€|. En la figura 2(a) ang(%;) =
7/11 se obtiene de C(Vf)) y de Npimg = {10,1}, mientras que en la figura 2(b)
ang(J(;) = 2/11 se obtiene de C(Vf,) y de N ping = {5,4}.

Definicion 7: Sea el conjunto de restricciones supefluas, denotado por &, el conjunto de
restricciones no atadas que, aunque delimitan el politopo de soluciones factibles, sobre
definen la solucion dptima, y el conjunto de restricciones redundantes que no delimitan el
politopo. Las restricciones superfluas pueden ser calculadas en el vértice 6ptimo x*:
F=M—-Nyng F={2,3,456,7,89,11} para la funcion objetivo f;, vy
¥={1,2,3,6,7,8,9,10,11} para f.

3.2 Particion por restricciones superfluas

Se preveé que el conjunto de todas las restricciones M puede ser particionado en el conjunto
de las restricciones superfluas y el conjunto de las restricciones atadas al 6ptimo:

M=FC Ngq (6)
={9,11,8,7, 2, 6,3, 4,5}{1,10}
={10,9,11,8,7,1,2,6,3, 4, 5}

El conjunto de las atadas N, es el de las restricciones deseables, mientras que el conjunto
de las superfluas ¥ es el de las restricciones indeseables. En un problema de programacion
lineal definido en R™, la solucidn Gptima esta determinada solamente por las n restricciones
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de N, El resto son las restricciones superfluas de . Si se conociera a priori el conjunto
N iq, S€ determinaria inmediatamente la soluciéon éptima. El algoritmo simplex puede ser
considerado como un procedimiento de simplificacion de M a N7,,, con la particularidad
de que N, se determina hasta que el vértice éptimo x* es alcanzado. En este capitulo se
pretende reducir la cardinalidad del conjunto JM antes de obtener a N ;.

Aunque se conociera a priori un conjunto contenedor del conjunto de restricciones atadas,
se insiste en agregar restricciones al sistema de desigualdades para que formen parte del
conjunto de restricciones necesarias al problema de programacion lineal. Estas restricciones
son necesarias en el disefio de estrategias 0 en toma de decisiones. Otra causa de que las
restricciones no atadas y las redundantes son incluidas en la formulacion del problema es
porque no se sabe a priori cuales son redundantes o no atadas. Para propdsitos de
optimizacion, algunas restricciones no atadas pueden ser suprimidas del problema y la
informacion perdida por su supresion puede ser recuperada una vez que la solucion optima
haya sido calculada.

La inclusion indiscriminada de restricciones a un sistema de restricciones puede causar tres
clases de problemas:

(i) Problema de infactibilidad: consiste en que el politopo dado de soluciones
factibles puede ser vacio.

(i) Problema de redundancia: consiste en que el politopo dado de soluciones
factibles estd contaminado con restricciones redundantes que nunca determinan
la solucion éptima.

(ili)  Problema de restricciones no atadas: consiste en que el politopo dado de
soluciones factibles tiene exceso de informacion, lo cual produce restricciones
no atadas que incrementan la carga computacional.

Los problemas de identificacion de restricciones redundantes y no atadas se revisaran en la
siguiente seccion. El problema de infactibilidad se evitard por medio de la siguiente
hipdtesis que ya fue impuesta sobre el politopo de soluciones factibles:

P ={xeR™glx < b} N{xeR"|ghx < b} * ¢ (7)
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3.3 El cluster como fendmeno de polarizacion de
restricciones

En esta seccion se propone explorar el fendmeno de polarizacion inducido por el gradiente
Vf de la funcion objetivo de un problema de programacion lineal y la forma de forzar a que
las restricciones del problema se manifiesten como superfluas bajo su influencia. Para tal
proposito se desplegaran y correlacionaran los datos asociados a clusters de restricciones.
Se probard con tres problemas de programacion lineal en R? definidos con un mismo
politopo &, el del ejemplo (2), y las siguientes funciones objetivo:

filx) =[-1,-2]"x
L =[1 2]"x (8)
fs(x) =[ 1,08]"x

La figura 2 muestra el politopo convexo & y los gradientes de las funciones objetivo f; (x)
y f>(x). El politopo esta delimitado por los hiperplanos de las restricciones de la 1 a la 10.
Se han propuesto las restricciones 2 y 11 como redundantes para que forme parte de las
restricciones superfluas que seran identificadas. La solucion 6ptima es un vértice x* en
cada problema. El cono KKT X"(f;) de la figura 2(a) esta delimitado por los gradientes
Vhyo Y Vhy, mientras que el cono KKT X'(f,) de la figura 3(b) esta delimitado por los
gradientes Vh, y Vhe. Los clusters de restricciones son
C(f;,) ={10911 8 7 1 2 6 3 4 5} para el problema con funcién objetivo f; y C(f,) =
{5436217 811910} para el problema con funcion objetivo f.

En la tabla 1 se comparan los clusters de restricciones C(f;), C(f,) y C(f;) para determinar
si la posicion de Vf;, respecto del politopo & afecta la concentracion de las restricciones
atadas N ;4 (f) dispuestas en C(f;) para k = 1,2,3.

fie(x) C(fi) Nata(fi) | Nmin(fi) ang (X' (fi))
f, 110911871263 45} {10 1} |[{10911871} ang(%'(f,)) = 6/11
f, 5436217811910} {5 4} (5 4} ang (%' (f,)) = 2/11
f; 4352167811910} {4 5} {4 3 5} ang (%' () = 3/11

Tabla 1: Registro de clusters de restricciones €(f;), k = 1,2,3

En la tabla, ¥,,;,,(fx) es el conjunto de restricciones de cardinalidad minima que satisface:
Nota (Fr) SN min (fr) < C(fi). La cardinalidad del conjunto ,,;,,(f;,) puede usarse como
medida angular del cono KKT: ang(K" (fi)) = [N min (fi)1/1€(fi.)] como se muestra en la
columna 5 de la tabla 1. A partir de los datos de la tabla 1 y con los conos %" (f;) y K" (f5)
de la figura 2, se deducen enseguida ciertas relaciones entre las cantidades Vf;, C(fi),

Nata(fi) Y ang (K (fi)-
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1. Acumulamiento de restricciones atadas: El conjunto de restricciones atadas
Noea(fr) estd posicionado hacia la izquierda de €(f;) por efecto de Vf,. Recordar
que la restriccion "j" esta ordenada en €(f},) de acuerdo al angulo entre Vh; y Vf,.

2. Dispersion de las restricciones atadas: Mientras mayor es ang (K (f,)) mayor es
la dispersion de las restricciones atadas MN.,(fi) en €(fy). Notar que las
restricciones de N.,(f1) = {10 1} estdn mas dispersas en el cluster €(f}) =
{10 9 11 871 2 6 3 4 5} porque ang(J'(f;)) =6/11 es el mayor que el
resto de los angulos. Por el contrario, las restricciones de N, (f>) = {5 4} estan
mas concentradas en €(f;) = {5 4 3 6 2 1 7 8 11 9 10} porque ang(K"(f3)) =
2/11 es el menor que el resto de los angulos. Notar en la figura 2 que los &ngulos en
grados de los conos KKT son ang (%' (f,)) = 90°y ang (K" (f,)) = 60°.

3. Acumulamiento de restricciones superfluas: El acumulamiento del conjunto de
restricciones atadas N .4 (f) en las primeras posiciones de €(f,) y la dispersion de
sus restricciones determinan el acumulamiento de algunas restricciones superfluas en
las Gltimas posiciones de €(f).

Como conclusion se puede decir que (i) el posicionamiento de N..,(fx) en €(fy) es
causada por Vf, y la dispersion de sus restricciones en €(f;,) es causada por el angulo del
cono KKT K'(f), y (ii) dado que las restricciones de N,.,(fi) se posicionan a la
izquierda de C(fy), las restricciones superfluas se posicionaran a la derecha de €(f).

3.3.1 Fendmeno de polarizacion de restricciones:

El fendmeno de polarizacion eléctrica consiste en el acumulamiento en una region de un
tipo de cargas eléctricas por la presencia de cargas de signo opuesto en una region proxima.
Tal polarizacion se puede apreciar en el funcionamiento de un transistor de efecto de campo
denominado como MOSFET [Sedra, A. S. et al (2006)] cuyo esquema se muestra en la
figura 3 (a). El transistor MOSFET consiste de un sustrato de silicio tipo p, con portadores
llamados hoyos representados en la figura por pequefios circulos, sobre el que se
construyen regiones tipo n conectadas a las terminales S y D. Una fuente de voltaje v, se
conecta a las placas de un capacitor formado por una placa metalica y el sustrato. Las
placas estan separadas por una tercera placa de 6xido que funciona como dieléctrico.

El efecto polarizador de v;s se muestra en la figura 3 (a). Cuando vgg # 0 el canal tipo n
es inducido en el cuerpo del sustrato con el proposito de permitir una corriente eléctrica
entre las terminales D y S, pero con v,s = 0 el canal desaparece. El canal tipo n mostrado
se ha formado parcialmente con cargas negativas entre algunos hoyos por debajo de la
placa de oxido. La entidad polarizadora es la fuente de voltaje v, mientras que las cargas
negativas en el sustrato son las entidades sujetas al efecto de la polarizacion.
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Electrodo
(metal)

Canal
tipon
inducido

Sustrato tipo p

(a)

VAi=[-1,-2]" | €(f,)={10911 8712 6 3 4 5} | ang(%'(f,)) = 6/11

V=01 21" |e(f;)={(5436217811910} | ang(%K'(f,)) = 2/11

Viz=[ 1,08]" | €&(f,) ={4352167811910} | ang(%X'(fy)) = 3/11

(b)

Fig. 3: Fenomeno de polarizacion: (a) por fuente eléctrica en un transistor MOSFET y
(b) por gradiente Vf;, y por angulo del cono KKT %" (f;,).

El efecto polarizador de Vf;, y del angulo de %K"(f,) se observa en la figura 3 (b). El
gradiente Vf, atrae las restricciones de N,.,(f,) hacia el lado izquierdo de €(f}), pero
cada ang(%"(f)) las acerca o las aparta de este lado izquierdo. La dispersion de
Nowa(f) ={10 1}enC(f,) ={109 11 8 7 1 2 6 3 4 5} es causada por el amplio
valor de ang(%"(f,)) = 6/11. Pero la concentracion de N, (2) = {5 4} en €(f,) =

{54362178 119 10} es causada por el bajo valor de ang(%"(f3)) = 2/11.

El fendbmeno de agrupamiento de cargas eléctricas negativas sujetas al efecto polarizador de
una fuente de voltaje v,¢ puede ser comparado con el agrupamiento de restricciones sujetas
al efecto polarizador de Vf, y de ang(J'(fi)). La tabla 2 muestra algunas
correspondencias entre el fendmeno eléctrico y el fendmeno numérico.
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Polarizacion eléctrica Polarizacién numérica

Entidades polarizadoras:
Ve y ang (XK' (fi))

Canal inducido tipo n Zona izquierda de €(fy)

Entidad polarizadora: v

Cargas eléctricas negativas | Restricciones de N, (f) en
en el canal la zona izquierda de C(f;)

Restricciones superfluas en la

oyos en el cana zona izquierda de €(f;,)

Restricciones superfluas en la

Hoyos en el sustrato
y zona derecha de C(f;,)

Tabla 2: Comparacion de la polarizacion eléctrica y la numérica

De este analisis se concluye que existe una polarizacion de las restricciones en el cluster
C(fi). Aunque la polarizacion se puede apreciar en €(f;), la seleccion de las restricciones
superfluas a partir de C(f,), Vfx Y ang(¥K'(f)) no es factible. Una buena razén es que
ang (¥ (fi,)) solo se conoce hasta que el problema de programacion lineal es resuelto. Por
tanto la polarizacion de restricciones en €(f;) es de interés conceptual.

3.3.2 Condiciones del conjunto de restricciones superfluas:

Se ha encontrado que el gradiente Vf, de la funcién objetivo y el angulo del cono KKT
ang (5" (f,)) son los agentes polarizadores de las restricciones de €(f;). La polarizacién
hace que las restricciones atadas N, (f;) se acumulen en el extremo izquierdo de C(f;) y
que las restricciones superfluas se acumulen en el derecho. Sea %,,,(fy) al conjunto de
restricciones superfluas. Para precisar el concepto de ,,,,(fy) se establecen enseguida las
condiciones necesarias que debe satisfacer.

Se da por hecho que las restricciones del conjunto %,,,(fx) se concentran en el extremo

derecho de €(fy). Se propone por tanto que el conjunto de restricciones superfluas
Fang(fi) satisfaga las dos condiciones siguientes:

(i)  Condicion de superfluidad: Ny, (fi) 2 Fang (fi)
(if) Condicion de particion: g, 4 (fx) particiona €(f;) como sigue
C(fx) = ‘/V(fk)ugang(fk) y N(fk)ﬂgang(fk) =¢ )

Dado que las restricciones de NV (f;,) son vecinas angulares de Vf; sera llamado
vecindad angular de Vf;.. Dado que N g¢q (fi)  Fang (fi), N (fi) debe satisfacer
la propiedad siguiente:

‘/VZta (fr)c N (fi) (10)
de tal forma que la cardinalidad de ,,,,(f;) sea del mayor valor posible.
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La particion (9) sugiere que F,,4(f) puede ser suprimido de €(f;) siempre que %4 (fx)
0 N(fi) sean calculables. En el peor de los casos se puede tener N(fi) = C(fi) Y
Fang(fr) = ¢, aunque se buscara que 4,4 (fx) # ¢. Notar que la vecindad N (f,) puede
reemplazar a €(f;) para propdsitos de optimizacion siempre que N .o (fi) = N (fi).

Para ilustrar la formacion de la particién (9) consideremos C(f;) en la suposicion de que
Noea(f1) = {10 1} es conocido. Una particién (no Unica) es la siguiente:

e(f,) ={1091187 1263 4 5}
={109118 7 1 2 6}U{3 4 5}

= Jv(fl)ugang(fl)
Donde
N(f1)={10911 8 7 1 2 6} con la propiedad N, (f1) = N(f1)

fiang(fl) = {3 4 5} con la propiedad ‘/V:Lta(fl)ggang (fl)

3.3.3 Formulacién del problema de identificacion de restricciones
superfluas:

Dado el conjunto €(f;,) de restricciones polarizadas, determinar el conjunto de restricciones
superfluas ,,,4 (fi) que satisfaga:

(i) Condicion de superfluidad: N geq (fi) & Fang (fi)
(ii) Condicion de particion: €(fy) = N(fx) UFang(fi) Y N fid) N Fang(f) = ¢

Estas condiciones aseguran la existencia de F,,,(fx) y por tanto de la vecindad angular
N(fi), pero no provee alguna guia para determinar estos conjuntos. En las secciones que
siguen se mostrara que F,,4(fx) es calculable. Ya fue establecido que el calculo de
Fang(fi) @ partir de C(fy), Vfi y ang (K (fi)) no es factible porque J"(f;) es conocido
solo hasta que el problema de programacién de interés ha sido resuelto.

3.4 ldentificacion de restricciones superfluas

Aunque el cluster de restricciones C(f;) exhibe el fendmeno de polarizacion debido a Vf;, y
J (fi), no es factible el célculo de las restricciones superfluas ,,,4(f) a partir de €(f)

debido a que JC*(f) es conocido sélo hasta que se ha calculado la solucién. Ademas del
cono KKT %" (f), en esta seccion se usaran los conos llamados cono de mejora y cono de
factibilidad para determinar el conjunto de restricciones superfluas &, (fi)-

Se ha observado que los gradientes Vh; de las restricciones en N (f,) gravitan
angularmente en la vecindad de Vf, mientras los gradientes de las restricciones en
Fang(fi) permanecen angularmente apartadas de Vf. Se ha observado también que los
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gradientes Vh; de las restricciones en N (f;) pertenecen al cono llamado cono de mejora.
Dado que el cono de mejora es analiticamente descriptible, A (f;) es calculable.

Consideremos el problema de programacion lineal dado en (2) junto con el gradiente
Vfi=[-1 =2]7 de la funcién objetivo, los gradientes Vh;,j=1,..,11 de cada
restriccion y el cluster de restricciones C(f;) = {10911 8 7 1 2 6 3 4 5}, los cuales se
muestran en la figura 5. En la figura se usa x* como vértice de referencia cuya proyeccion
ortogonal sobre Vf; es el punto q*. Una linea de referencia Q se hace pasar por los puntos
x'y q*, la cual es perpendicular a Vf;. El inicio de cada vector Vh; se ha trasladado desde
origen de R? hasta el punto q* con el propoésito de referirlos a la linea Q.

I*‘]{;AC
-

Vfy v . KmEejora
\Hrac

Fig. 4: Cono de direcciones factibles K%, cono de mejora HKuEjora
y cono KKT K" asociados al vértice xt.

Los conceptos de cono de direcciones factibles K&, y cono de direcciones de mejora
HKurejora Seran precisados mas adelante. Estos conos nos facilitaran el analisis de la

polarizacion de las restricciones de €(f;) en los dos conjuntos N(f}) Y Fang(fi)-
Comenzaremos por la definicidn de distancia angular y continuaremos con las definiciones
de los conos.

3.4.1 Distancia angular respecto de la funcion objetivo
De acuerdo a la definicion 2, el cluster de restricciones es el conjunto de restricciones

ordenadas por medio del criterio de cercania angular del gradiente Vh;,j =1,2,..m de
cada restriccion al gradiente Vf; de la funcion objetivo. Para ejemplificar la cercania
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angular determinemos el angulo &,, de Vh;, = [-0.6783 —0.7348]" respecto de
Vfi =[-1 =2]7 el cual se muestra en la figura 6.

Fig. 5: Medida angular de un vector Vh; respecto de Vf;

Como medida angular entre Vh,, y Vf; usaremos el coseno del angulo. EI fenémeno de
polarizacién de restricciones se observa cuando esta medida se compara con la linea de
referencia Q. De la definicion del producto escalar de dos vectores: (Vf;)TVh,, =
[IV£ill-1|Vhqio]| Cos(6;) Se tiene:

(V) Vhy 21479
VA 1IVholl 22361

Cos(6,,) = = 0.9606 (11)
Como se muestra en la figura 5, el angulo ¢, = 1,--- 11 se mide respecto de Vf; aun en
R™,n = 2. Los rangos de valores de ¢, y de cos(ej) son los siguientes:

6. [0, x]
cos(é)e[+1, —1] (12

La posicion angular de la linea Q corresponde a 8 = z/2, 0 bien a Cos(xz/2) = 0. Notemos
que se aprovecha la propiedad par de la funcion coseno Cos(8) = Cos(—68) como
distancia angular de un vector Vh; desde Vf;. Los resultados numéricos de las medidas
angulares de las 11 restricciones de la figura 5 se despliegan en la figura 6.
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Restricciones: j = 1,2,---11
Fig. 6: Polarizacion angular de restricciones

Considerando los datos numéricos de la tabla en la figura 6, las 11 restricciones pueden ser
ordenadas de acuerdo a los valores de Cos(6;),j =1,2,---,11, de mayor a menor. Se
obtiene por tanto el siguiente cluster de restricciones:

e(f)={1091187126 3 4 5}

De los elementos de C(f;) y de la gréfica de la figura 6 se observa que la restriccion
angularmente méas proxima a Vf; es la 10, mientras que las mas lejana angularmente es la 5.
Se observa también que la linea de referencia Q separa los valores de Cos(6;) en dos
conjuntos produciéndose por tanto un fendémeno de polarizacion de restricciones. Aunque
Vf; es el agente polarizador, la linea Q funciona como discriminante.

3.3.2 Criterio angular por polarizacion para identificacion de
restricciones superfluas

De la figura 7 notamos que las medidas angulares cos(ej),j =1,2,---,11 son de doble

utilidad. Sus valores relativos definen el cluster de restricciones como se acaba de mostrar,
mientras que sus signos determinan la polarizacion de las restricciones en dos conjuntos,
Como Se muestra enseguida.

Consideremos ahora la gréfica de la figura 6 en la suposicion de que el conjunto N, (f1)
es desconocido. Notamos que los signos de las medidas angulares cos(6;),j = 1,2,-,11
respecto de la linea Q tienen significados relacionados con la vecindad angular N (f;) y por
tanto con el conjunto de restricciones superfluas #,,,(f;). Por observacion visual de la

grafica y la tabla de la figura 6 notamos que la restriccion "j" cuya medida angular Cos (&)
es positiva pertenece a la vecindad angular N(f;), teniéndose: N (f;) = {1,7,8,9,10,11}.
Se propone por tanto que la vecindad angular N (f;) sea calculada como sigue:
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N(fi) = {jeM(fi)ICos(6) = 0} (13)

Donde JM(f;) es el conjunto original de restricciones. Podria usarse €(f;) en lugar de
M(f;.), lo cual no es conveniente porque C(f;) tiene un costo computacional, por tanto,
C(fy) sera solo de interés conceptual.

Por su parte, la restriccion "i" cuya medida angular cos(8;) es estrictamente negativa
pertenece al conjunto de restricciones superfluas %,,,(f;). Para la figura 6 se tiene:
Fang(f1) = {2,3,4,5,6}. Se propone por tanto que el conjunto de restricciones superfluas
sea calculado como sigue:

Fang(fi) = ( eM(fi)[Cos(6) < 0} (14)

Las expresiones para N(fy) Y Fqng(fi) dadas en (12) y (13) respectivamente constituyen
el criterio angular por polarizacion para la identificacion de restricciones superfluas, las
cuales satisfacen la condicion de particion del cluster de restricciones.

El resultado de la polarizacion para nuestro ejemplo son los conjuntos N(f1) Y Fang(f1).
Como se puede observar en la grafica de la figura 7, la polarizacién de las restricciones del
problema de programacion dado es cuantificada por la linea Q. Las restricciones cuyas
medidas angulares Cos(68;) estdn debajo de ésta linea son restricciones superfluas. La
polarizacidn de restricciones determinada de esta forma también se observa en el cluster de
restricciones C(f;). Las restricciones de N(f;) se posicionan hacia el lado izquierdo de
C(f1) mientras que las de %,,,(f;) se posicionan hacia su lado derecho. Dado que
Naea(fi) = {1,103, es facil ver que los conjuntos N(f1) Yy Fany(fi) satisfacen las
condiciones de particion y de superfluidad:

C(f1) = ‘/v(fl)ugang(fl) y ‘/V(fl)ngang(fl) =¢
*/vfzta(fl)g‘/v(fl)i N*ata(fl)cz‘gang(fl)

Aunque la clasificacion de C(f;) en N(f1) Y Fang(f1) se realizo en R?, la clasificacion es
también valida para R™. Es decir, la medida angular Cos(8;) sigue siendo una curva en un

plano a pesar de que los vectores gradientes estén en R™,n > 2, lo cual se explica como
sigue: Como se observa en la figura 6, la proyeccion ortogonal de Vh; sobre Vf; es:

Vhi = ||Vh;||Cos(6)Vf (15)

Por tanto Cos(ej) es una cantidad que se puede medir sobre un eje de los reales alineado
con Vf; y origen el punto qf. Para un problema de programacion lineal dado, Vf; es
constante y el eje de los reales alineado con él es fijo. Dado que la proyeccion ortogonal
thl esta definida en R™ y se encuentra sobre Vf;, la medida angular Cos(6,) es valida en
el espacio R™. Notar que para el espacio R™, la linea de referencia Q que pasa por los
puntos xt y q' pertenece a un hiperplano. Este hiperplano separa el conjunto de
restricciones N(f;) del conjunto de restricciones superfluas #,,,(f;). Este hiperplano es
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de interés conceptual, aunque podria ser calculado en términos de gt. Es decir, la linea de
referencia Q es suficiente para propo6sitos de polarizacién de restricciones.

3.3.3 Conos convexos de mejoray de factibilidad

La identificacion de los conjuntos N(fy) Y Fang(fi) por medio de la evaluacion de los
signos de cos(§;),j = 1,2, ...m respecto de la linea Q es razonable. Sin embargo, no se ha
garantizado que estos conjuntos satisfagan la condicién de superfluidad:

‘/V*ata(fk)g N(fi), 0 bien JV:lta(fk)(Z gang (fi)

Definiremos enseguida los conos de direcciones factibles y de direcciones de mejora para
intentar formalizar la identificacion de N(fy) Y Fang(fi) por medio de (20) y (21)
respectivamente. La figura 5 muestra dos conos que son de nuestro interés: el de
direcciones factibles K%, y el de direcciones de mejora HKuejora cCON Vértices
posicionados en qt. En la figura 8, los vértices de K&, Y Huejora han sido desplazados a
x! para propésitos de comparacion. Enseguida se precisan sus definiciones.

Definicién 8: Cono de direcciones factibles %% .

El cono de direcciones factibles del politopo £ en xt se denota por Kk 4. y se define como:
FKiac={deR™ | d # 0, (xt + Ad) € 9 para todo A € (0,5) para algin 5> 0}  (16)

Cada vector d X%, distinto de cero es llamado una direccion factible. Para un politopo 2
determinado por restricciones lineales como el de la figura 8, el vértice del cono puede estar
en un vértice del politopo &, el xt, y sus lados son por tanto hiperplanos que delimitan .

El vector (x* + d) puede salirse de 2 pero no (xt + Ad). Notemos que Jx 4 €S convexo y
que P Kb e
Definicion 9: Cono de direcciones de mejora Ky jora

El cono de direcciones de mejora de la funcion objetivo f;, en x* se denota por Ky zjora ¥
se define como sigue:

HKugjora={d eR™ | (Vfi)"d > 0} (17)

Para el ejemplo en R? que se esta analizando, el cono Kz ;ora esta ligeramente despegado
de la linea @ como se intenta mostrar en la figura 8. Notemos que Jyz;0r4 €S UN CONjuNto
CoNvexo.
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‘/?gct
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Fig. 7: Cono de direcciones factibles %%, y cono de mejora HKuEjora

Notemos en la figura 7 que el cono X%, depende del vértice xt, el cual se encuentra en la
frontera de 9. Es decir, K, cambia en cada iteracion "t". Sin embargo, el cono de mejora
HKuejora NO depende del vértice x* porque Vfi,(x*)=Vf;, es decir, no depende de la
iteracion "t", por lo que este cono esta definido aln antes de comenzar la ejecucion del
algoritmo simplex. Notemos también que Kx - Hmejora # ¢ €n x* que no es el vértice
optimo.

De la figura 8 notamos que los vectores Vh; cuyas restricciones "j" pertenecen a la
vecindad angular ¥ (f,) = {j €C(fi)|(Vfi)TVh; = 0} = {1,7,8,9,10, 11} caen en el cono
‘7£ME]0RA-

3.3.4 Relacidén entre vecindad angular y cono de mejora

Se precisa aqui la relacion entre la vecindad angular N(fy) y el cono HKuygjora-
Comparemos las definiciones de N (f) dada en (20) y de Hygjora dada en (24):

N(fi) = § eM(fi)|(Vfi)"Vh; = 0}
Hupjora={d eR™ | (Vfi)"d > 0}

Si d es un vector que mejora la funcion objetivo f;, entonces Vh; también la mejora
siempre que (Vfi)"Vh; >0 para jeN(f,). El caso (Vfi)"Vh; =0 para jeN(fy) se
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supondra que es un accidente. Notar que es seguro que el vector Vh; mejora la funcion
objetivo siempre que (Vf;)"Vh; > 0 para jeN(f;), lo que no es seguro es que j eN(fy)
implique que Vh; delimite el cono KKT.

3.3.5 Condicion de superfluidad determinada por la condicion de
optimalidad

Dado que Vh; € Kygjora Para jeN(fi) y considerando que Krac Y Kyejora definen el
vértice Optimo x* [Bazaraa (2006)], se puede plantear la hipétesis de que el cono KKT
K <Hygjora, Y PO tanto que K" estad delimitado por Vh; para j e N (f;,). Si se prueba que
esta hipOtesis es aceptable, se estaria garantizando la condicion de superfluidad:
JVZta(fk)Q N(fio)-

Consideremos los conos Ky ac Y Hygjora definidos en el vértice 6ptimo x*, los cuales se
han desplazado a x* por facilidad de analisis como se muestra en la figura 9:

Hrac={deR™ | d # 0, (x* + Ad) € # para todo A € (0,5) para algun § > 0}
Hugjora={d eR™ | (Vfi)Td > 0}

(18)

Fig. 8: Conos Ky jora, Krac Yy K,y la condicion 6ptima del vértice x*
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De (18) vy la figura 8 notamos que un ligero movimiento desde x* a lo largo de d ey ¢
produce un punto en el politopo &#. Mientras que un movimiento similar a lo largo de
d eHyjora Produce un punto que mejora la funcion objetivo, es decir (Vi (x)HTd > 0.
Como se muestra en el siguiente teorema, si x* es un 6ptimo local y si (Vf,(x*))7d > 0,
entonces d g%y ,.. Es decir, una condicion necesaria para optimalidad local es que todo
vector d de mejora no es un vector factible.

Teorema de optimalidad: Condicion geométrica de optimalidad [Bazaraa (2006)]:
Considere el problema de programacion lineal dado en (1), el cual se reescribe a
continuacion:

maxi;nizar fr(x) =c'x

subjeto a:ajx < bj,j = 1,--m
donde f,(x): R — R, & es un conjunto convexo no vacio en R™, y Vf,(x) = c. Luego,
k

1. Si x* es una solucidn optima local (referirse a las figuras 8 0 9) entonces:

HmejoraN Hrac = ¢
2. Por el contrario, si se satisface (referirse a la figura 9) lo siguiente:

0 Hugjora Krac = 0

o (Vfi(xNT(x—x*) >0 implica fx(x) > f,,(x*). Esta propiedad que se conoce
como seudoconvexidad de f; en x*

o Existe una vecindad WNs(x*),8>0 tal que (x—x")edHr,c para todo
xe(PnNs(x")).

entonces, x* es un optimo local de f;.

I X, I
T A

; a

Fig. 9: Vecindad Ns(x*),5 > 05 (x — x*)eKjac ¥ x€(PANs(x"))
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3.3.6 Conclusiones derivadas del teorema de optimalidad:

El teorema muestra que x* es solucion 6ptima de un problema de programacion lineal si y
$0l0 si Kygjoran HKrac = ¢. Es decir, si Vh; eKygjora entonces Vh; g Ky 4¢c y N0 mas.

En otras palabras, la condicion: Vh; eXygjora implica Vh; eJr,c asegura que x* es
solucién optima, pero no asegura que Vh; delimite el cono KKT K" para jeN(f;). Es
decir, no se puede asegurar que K'cHKygjora. NO se puede garantizar por tanto la
condicion de superfluidad: N, (i) N (fi).

Lo que es cierto es que en muchas ocasiones sucede K"Ky ora Y Sucede por tanto
Nora(Fi)s N(f). Este es el caso del problema de programacion lineal dado en (2) con
cluster de restricciones €(f;) = {10911 8 7 1 2 6 3 4 5} mostrado en la figura 4. Para
estos casos se disefiara un mecanismo de identificacion de restricciones superfluas.

3.3.7 Mecanismo de identificacidon de restricciones superfluas por
criterio angular

Suponiendo que X' < Hygjora, 10s conjuntos N (fi,) y Fangy(fie) satisfacen las condiciones

de superfluidad. Si este es el caso, el conjunto de restricciones superfluas podra ser
identificado por medio del mecanismo presentado enseguida.

Para el problema de programacion lineal dado en (1):

(V) vh;

1. Calcular: {cos( ;)| Cos(6;) = ——————,
teos(9)1os(8) = g7y omni - ©

2. Calcular:
N(f) ={jeM|Cos(6) = 0}
Fang(f) = {jeM|Cos(6) < 0}
3. Sustituir el conjunto M de todas las restricciones del problema de
programacion lineal por la vecindad angular N (f}).

Tabla 3: Mecanismo de identificacion de restricciones superfluas por criterio angular.

La sustitucion del conjunto L del problema de programacién lineal por la vecindad angular
N(fy) implica la supresion automatica de las restricciones superfluas %,,,(fi) y la
eleccion de NV (f;,) como dato de entrada al algoritmo simplex. Es decir, el mecanismo de la
tabla 3 es un procedimiento computacional que cae en la clase de los metodos conocidos
como métodos de pre-solucion.
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3.3.8 Complejidad del algoritmo después de la supresién por
criterio angular

Consideremos un problema de programacién lineal en el espacio R™ caracterizado por m
restricciones y (m + n) variables, en el cual la matriz basica B es cuadrada y de dimension
m. La complejidad computacional del algoritmo simplex en la optimizacion de este
problema depende del nimero de formas de elegir los vectores columna de B de entre un
total de (m + n) vectores. Es decir, la complejidad del algoritmo al resolver el problema
original con m restricciones esta dada por la siguiente expresion [Hillier]:

m+ny (m+n)!
m >_ m!n! 19)

c(m) = (

Sea mg,, el ndmero de restricciones que quedan después de la supresion de las

restricciones superfluas por criterio angular. Por tanto, después de esta supresion, la
complejidad computacional del algoritmo simplex queda como sigue:

Mgng + 1 _ (mang + n)! (20)
Mang!n!

C(mang) = <

Mang

Para evaluar los cambios de complejidades por cambio de dimension m-—mg,,,

consideremos el problema definido en el espacio R? dado en (2). Los datos determinados
para este problema se resumen enseguida:

e(f)={109118712 6 3 4 5}
N(f1) ={10911 8 7 1}y Funy(f1) ={2 6 3 4 5}

Para este ejemplo se tiene m = [C(f)| = 11, mgpy = |N(f1)| =6, y dado que el
problema esta definido en el espacio R? se tiene n = 2. Por tanto las complejidades antes y
después de la supresion guedan como sigue:

cm =)= ()=

11
C(Mang) (m“"g " n) (8) 28
m = = =
and mang 6
La razon de dimensiones por supresion angular se expresa como:
Mang 6
= = — = 0.5455 21
m m 11 (21)

Para el cambio de complejidad Co;y— Cqong Se define la siguiente razon de complejidades
por supresion angular:
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c(m) 28
=———=—=10.3590 22
Te = Clmang) 78 @)

Es decir, después de suprimir las restricciones superfluas #,,,(f1), se preservaron el
54.55% de restricciones de €(f;) en la vecindad angular N(f;). Mientras que la
complejidad del algoritmo se redujo al 35.90% de la complejidad original.

3.5 Problema de superfluidad por cono KKT

En muchas ocasiones sucede que J" <Xy gjora, POr lo que se satisface la condicion de
superfluidad: N3, (fi)c N(fi). Pero hay algunos casos excepcionales en que
K & Hygjora 10s cuales se detectan hasta que se determina una solucion del problema.
Dado que en estos casos N (i) N(fi) Y que N(fi) ha sustituido a J, la solucién
obtenida no sera la 6ptima buscada.

Enseguida se analiza un caso en el que no se satisface la condicion de superfluidad
Noea (fr) @ N(fi). En la figura 11 hay al menos una restriccion cuyo gradiente delimita el
cono KKT y al mismo tiempo es suprimido por no pertenecer al cono de mejora. Es decir,
parte del cono KKT queda en el exterior del cono de mejora. La figura muestra el politopo
P del ejemplo dado en (2) arreglado de tal manera que el gradiente Vh,; que delimita el
cono KKT X" definido por {Vh,, Vhy,} se encuentre fuera del cono Hyk;ora-

t
j{FA C
>

Vh,
\ o ~
2 % f '[Cono KKT
) ’\lx Vf \ MEJORA K
=
Cono KKT YRt
K

Fig. 10: Gradiente Vh, excluido del Cono KKT %"
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De acuerdo al criterio angular adoptado hasta este momento, las restricciones seleccionadas
como superfluas son las que no se encuentran en el cono de mejora, y entre ellas esta la
restriccion 1 cuyo gradiente Vh, esta fuera de éste cono. Los resultados numéricos de las
medidas angulares de las 11 restricciones de la figura 11 se despliegan en la figura 12.

Fig. 11: Medida angular Cos(@;) de la j —eésima restriccion

Aplicando el criterio angular expresado en (21) a las restricciones de la figura 12 se obtiene
el conjunto de restricciones superfluas:

Fang(fi) = JeM(fi)ICos(§) <0} ={13 4 5 6}

Este criterio construye ,,,,(fi) con restricciones que no estan en el cono Ky g;ora, Y €Ntre
ellas esta la restriccion 1 que delimita 5*. Dado que las restricciones que no estan en
HKurjora S€ suprimen, la restriccion 1 no formara parte de la solucion del problema y el

algoritmo KKT fallara produciendo una solucién x* determinada por N, (fi) = {2, 10},
la cual es infactible como se muestra en la figura 11.

El mecanismo de supresion de restricciones superfluas por criterio angular de la tabla 3 es
correcto excepto cuando Ny, (fi) 2 N (fi). La pregunta natural que surge ahora es que si
existe una forma de detectar las restricciones que estan fuera del cono #yz;0r4 de manera
que al ser insertadas a N (f,) se pueda satisfacer la condicion de superfluidad:

Nata(fids N (fi)-

La respuesta es que si existe una forma de deteccion de restricciones externas al cono
HKuejora: 1a cual sera desarrollada en el capitulo 5. Por tanto, el mecanismo de supresion

de restricciones superfluas por criterio angular de la tabla 3 sera mantenido con fallas en
casos excepcionales para ser mejorado mas adelante.

3.6 Algoritmo simplex KKT

El algoritmo simplex KKT es el algoritmo simplex revisado como es expuesto por Chvatal
(1983), al cual se le ha insertado: (a) el mecanismo de identificacién de restricciones
superfluas y (b) el procedimiento de optimalidad que calcula el vértice frontera x* en n
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iteraciones. El algoritmo simplex KKT se presenta en la tabla 4. El problema de
programacion lineal de interés fue establecido en (1) y se reescribe enseguida:

maximizar f(x) = cTx
X

; T -
subjetoa:ajx < bj,j=1,---m

Calcular la vecindad angular N/(f) por medio del mecanismo de identificacion de
restricciones superlfluas.

Ajustar el problema de programacion lineal original a las restricciones de N (f):
f=chxy +ckxg
Nxy+Bxg=Dhb
Construir un conjunto 9 de indices de las variables de decision x4, x5, -+, x,.
Para cada iteracion t = 1, 2, --- ejecutar los cinco pasos siguientes [Chvatal (1983)]:
Paso 1. Resolver el sistema: y'B = c§

Paso 2. Seleccionar una columna entrante [procedimiento de optimalidad]:

Si 9+ ¢
Paso 2.1: La columna entrante puede ser una columna N, de la matriz no
bésica N tal que k 3y y" N, es menor que el correspondiente componente
de c¥. Si existe tal columna suprimir el indice k del conjunto 4.
Paso 2.2: Si con el paso 2.1 no fue posible seleccionar una columna entrante,
la columna entrante puede ser una columna N, de la matriz no béasica N tal
que ke3y yT Ny, es mayor que el correspondiente componente de c¥. Si
existe tal columna suprimir el indice k del conjunto 9.
Paso 2.3 Si no existe columna entrante, entonces la solucion corriente es
Optima.

En otro caso (9 = ¢):
la columna entrante puede ser una columna N, de la matriz no bésica N tal
yT N, es menor que el correspondiente componente de c%,. Si no existe tal
columna, entonces la solucion corriente es Optima.

Paso 3. Resolver el sistema: Bd = Ny,.

Paso 4. Encontrar el mayor nimero &tal que xg — &d > 0. Si no hay tal & entonces
el problema es no acotado. De otra forma, al menos un componente de xz — &d es
igual a cero y la correspondiente variable xg, estara abandonando la base.

Paso 5. Hacer el valor de la variable entrante x,; igual a £y reemplazar el valor de
xp por x5 — &d. Reemplace la columna saliente de la matriz basica B por la columna
entrante N y reemplace la variable saliente xg,- por la variable entrante x,.

Tabla 19: Algoritmo simplex KKT
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Los pasos 1,3, 4 y 5 son una transcripcion del algoritmo simplex revisado presentado por
Chvatal (1983). El paso 2 original ha sido transformado para que se puedan procesar
variables libres y, por medio del vaciado del conjunto ¢ de indices de las variables de
decision, se pueda arribar al vértice frontera x* en n iteraciones. Después de que ¢ ha sido
vaciado, el algoritmo simplex KKT funciona como un algoritmo simplex revisado
procesando un problema de dimension reducida.

3.7 Conclusiones

En este capitulo se ha desarrollado un algoritmo denotado como algoritmo simplex KKT
para resolver la clase de problemas de programacion lineal en el espacio R™ que modelan la
sujecion de cuerpos rigidos por manos robdticas. Las suposiciones basicas en estos
problemas son: (i) el Unico punto de inicio conocido es el origen de R™ en el interior del
politopo de soluciones factibles, (ii) el politopo es no vacio y (iii) el politopo es no
degenerado. El algoritmo simplex KKT es el algoritmo simplex revisado como es expuesto
por Chvatal (1983), al cual se le han insertado: (a) el procedimiento de optimalidad
desarrollado en el capitulo 3 en el que se calcula el vértice frontera x* en n pasos, y (b) el
mecanismo de identificacion de restricciones superfluas basado en el criterio angular. Por
tanto, el algoritmo simplex KKT inicia en un punto interior del politopo de soluciones
factibles, migra hacia un vértice en su frontera y continta hasta llegar al vértice dptimo.

De acuerdo a experimentos realizados en R?, se prevé que el algoritmo simplex KKT
reduzca los tiempos de calculo de la decisién de sujecion por manos robdticas. El
experimento realizado en este capitulo mostré una reduccion de la dimension del problema
de programacidn lineal del orden de 50%.

Se encontré que el mecanismo de identificacion de restricciones superfluas basado en el
criterio angular es util solo cuando el cono KKT es subconjunto del cono de mejora, en otro
caso el mecanismo falla. La falla sucede porque al menos una de las restricciones atadas al
veértice Optimo ha sido suprimida por el mecanismo. Las restricciones suprimidas podran
ser detectadas por medio del criterio de coordenadas que sera desarrollado en el capitulo 5.

En este capitulo se desarroll6 un concepto de polarizacién de restricciones el cual nos
habilita a identificar restricciones superfluas. Se encontré que las entidades polarizadoras
son el gradiente Vf de la funcion objetivo y el cono KKT K" asociados a un problema de
programacion lineal. Las entidades sujetas a la polarizacion son las "m" restricciones del
problema de programacion lineal. El fendmeno de polarizacion de las restricciones sucede a

través de cantidades derivadas de ellas que son sensibles a la polarizacion: (i) Cos(@-),j =
1,--,my (ii) $pJ =1,,m. Donde 6, es el angulo entre el gradiente Vh; de la j —ésima
restriccion y Vf, y &; es una coordenada KKT que serd definida en el capitulo 5. La
polarizacion de restricciones por medio de Cos(6;) dio como resultado el mecanismo de

identificacion de restricciones superfluas por criterio angular. La polarizacion por medio de
la coordenada KKT 5}. sera explorada en el capitulo 5.
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Se comprobo la hipdtesis de la existencia de una clase de polarizacion de restricciones de
un problema de programaciéon lineal, la cual estd fundamentada en las siguientes
cantidades: (i) el gradiente Vf de la funcion objetivo y el cono KKT %X como entidades
polarizadoras y (ii) Cos(Hj-) como entidad sensible a la polarizacion. La polarizacion fuerza
a las restricciones a agruparse en dos clases: (i) el conjunto de restricciones candidatas a
delimitar el cono KKT vy (ii) el conjunto de restricciones que contiene algunas restricciones
superfluas.
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Capitulo 5
Algoritmo Simplex KKT

En el capitulo 4 se comprobd la hipdtesis de que es posible someter las restricciones de un
problema de programacion lineal a cierta clase de polarizacion que las fuerza a agruparse
en dos clases: el conjunto de restricciones candidatas a delimitar el cono Karush-Kuhn-
Tucker (cono KKT) denotado por A y un conjunto de restricciones superfluas denotado por
Fang- S€ encontro que el fenémeno de polarizacion es causado por el gradiente de la
funcion objetivo Vf y el cono KKT. Las entidades sometidas al fendmeno de polarizacion
son las restricciones pero a través de cantidades derivadas de ellas las cuales son sensibles a
la polarizacion: (i) el angulo & del gradiente Vh; de la j —ésima restriccion respecto de Vf
y (ii) la coordenada Karush-Kuhn-Tucker (coordenadas KKT) 5}. de la j—ésima
restriccion. En el capitulo 4 se desarroll6 un método de identificacion de restricciones
superfluas basado en el angulo &, el cual falla cuando no se satisface la condicion de
superfluidad.

En el presente capitulo se disefiard el método de identificacion de restricciones superfluas
basado en las coordenadas ¢ La idea clave del método es la identificacion de restricciones
superfluas remantes en la vecindad angular Ay la deteccion de restricciones en &,,,, cuyos
gradientes son candidatos a delimitar el cono KKT. La identificacion y deteccion se
realizan sobre la trayectoria de vértices desde x* hasta x* mostrada en la figura 1.

Fig. 1: Migracion p—>x*—x*
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La metodologia propuesta en el presente capitulo consiste en insertar en el algoritmo
simplex KKT disefiado en el capitulo 4 el mecanismo de identificacion de restricciones
superfluas basado en el criterio de coordenadas que garantice la condicion de superfluidad.
El algoritmo resultante suprimird con seguridad las restricciones superfluas que sean
detectadas en cada vertice de la trayectoria de vértices recorrida por el algoritmo, por lo que
el algoritmo serd mejorado en eficiencia computacional sustancialmente. EI algoritmo
simplex KKT mejorado reducira los tiempos de calculo en problemas de programacion
lineal que modelan la sujecion por manos roboticas. El algoritmo inicia en un punto interior
4 del politopo & de soluciones factibles, migra hacia un vertice x* en su frontera y continta

hasta llegar al vértice 6ptimo x*, como se ilustra en la figura 1.

En la seccion 1 se formula el problema de identificacion y supresién de restricciones
superfluas por criterio de coordenadas, mientras que en la seccién 2 se generan las
coordenadas y en la seccién 3 se resuelve el problema de identificacion. En la seccion 4 se
resuelve el problema de supresion. En la seccion 5 se presenta el procedimiento usual de
pivoteo y actualizacién. En la seccion 6 se presenta el algoritmo simplex KKT el cual se
verifica en la 7 por medio de un ejemplo numérico. En la seccion 8 se presentan las
conclusiones del capitulo.
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5.1 Problema de identificacién de restricciones
superfluas remanentes

Para ejemplificar los conceptos acerca de las restricciones superfluas que seran presentados
en este capitulo se considerara el ejemplo numérico en R2del capitulo 4. La figura 2
muestra el politopo de soluciones factibles y corresponde al siguiente ejemplo numeérico:

maxi;nizarf(x) = [-1 =2]" [2]

sujeto a:
0.8523x; — 0.5230x, + wu; = 0.9685 1
0.9558x, — 0.2941x, + u, = 12254 2
0.9999x, + 0.0167x, + u; = 1.6664 3
0.8619x; + 0.5070x, + wu, = 2.5351 4
0.1699x, + 009855x, + us = 3.3981 5 )
—~0.6814x; + 0.7319x, + wus = 2.5238 6
—0.9417x, + 0.3363x, + u, = 1.6817 7
—0.9999x, + 0.0122x, + ug = 1.2194 8
—0.9578x, — 0.2873x, + uy = 14367 9
—0.6783x, — 0.7348x, + wu,, = 1.9783 10
-0.9937x, — 0.1118x, + wu;; = 2.0703 11

—o0 < xl,xz < +OO’ uj = 0,_] = 1,2,...11

En el problema (2) xq,x, son las variables de optimizacion, mientras que u; > 0,j =
1,2,...11 son las variables de holgura asociadas a cada restriccion. La columna de la
derecha contiene el indice de cada restriccion, mientras que en la figura 2 se sefiala cada
restriccién con estos indices. En la figura se muestran también algunos vectores gradientes
de restricciones, el vértice frontera x* y el vértice 6ptimo x*.

Fig. 2: Politopo & de soluciones factibles en R?
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En el capitulo 4 se propuso el conjunto de restricciones superfluas #,, ,condos condiciones
que debe satisfacer:

Condicion de superfluidad: N 1, @F gy, 0 bien: VgV

Condicion de particion: € = N Fgng Y NFgng = ¢
Los conjuntos de la particion V' y ,,,, se calculan usando el criterio del angulo 6;:
N ={jeM|Cos(6) = 0}
Fang = eM|Cos(6;) < 0}
Donde

T
(V) Vh;
_ M
VAITIVA T
Para el ejemplo definido en (1) se obtuvo:¥={109 11 8 7 1},F4,,4y = {2,6,3,4,5} y el
cumulo de restricciones € ={10,9,11,8,7,1, 2,6, 3, 4, 5}.

cos(9) =

5.1.1 Formulacion del problema de identificacion y supresion de
restricciones superfluas

Suponiendo que se satisface la condicion de superfluidad A,., <N, las restricciones atadas
N:q SE encuentran, en general, dispersas en & y mezcladas con restricciones superfluas.
Por tanto W puede ser particionada como sigue.

N = '/V*ata MFrem Y ‘/v:;tamjrem =¢ (2)
Donde,...,es el conjunto de restricciones superfluas remantes en N:
Frem = {'/V"/V*ata} 3)

El problema de identificacion y supresion derestricciones superfluas remantes en Npuede
ser formulado como sigue: Se propone identificar y suprimir algunas restricciones

superfluasde¥,..,,mientras el algoritmo simplex KKT evoluciona sobre la trayectoria de
vértices: {xf|t =1,--T* x' = x*,x7 = x*} dondex® es el vértice frontera yx* es el
vértice Optimo. La supresion de las restricciones identificadas como superfluas implica el
calculo de una secuencia de vecindades angulares.A* con las propiedades siguientes:

o WNy.cNparacadat=1,2,..T*
e NN, mientras xt>x*, t =1,2,..T* (4)
e V' = Wasociadaa x! = x*.
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La identificacién y supresion correctas de restricciones implicaV** eVt y N N de

tal manera que &" —>WN%,,. No se puede lograr queV* sea reducido exactamente aV .,
porgue solo se suprimen restricciones que han sido identificadas como superfluas durante el
recorrido de la trayectoria de vértices.

5.1.2 Metodologia para generacion de coordenadas

Dada la vecindad angular & y el vértice frontera x*, el problema de identificacion y
supresion de restricciones superfluas es determinar la vecindad angular N*—>W),, con
propiedades dadas en (4).En la iteracion "t", la vecindad angular " esté particionada como
sigue:

JVt:JVZm L/gﬁem y '/VZta L/‘Jf‘em = ¢ (5)

Donde#:,,,, = {N*-NV,,,}para cada iteracion "t". El conjunto de restricciones superfluas

que pueden ser detectadas en .., se define como sigue:

t t
Frestr SFrem (6)

El desafio es por tanto calcular ;.

Por otro lado, el procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex, en cualquiera de sus
versiones, calcula una coordenada fj para cada jeN'. Este procedimiento elige una
restriccion reAN* cuya coordenada & sea positiva y la mas restrictiva;después de esta

eleccion, el procedimiento selecciona la variable basica xg, para ser convertida en variable
no basica. Después de haber detectado & , el resto de las coordenadas no se vuelve a usar

por el algoritmo simplex.Sin embargo, en este capitulo toda coordenada serd procesada
porque se prevé que las coordenadas §j,jeNten cada iteracion "t"poseen informacion de

las restricciones superfluas j €%-op,.

Por tanto, para precisar los conceptos acerca de la identificacion de restricciones superfluas
j €%t ompor medio del procesamiento delas coordenadas Spnl eNtse propone la metodologia

siguiente:

1. Definir los conceptos de coordenadas y eje de coordenadas.
2. Precisar el criterio de identificacion de coordenadas superfluas

3. Generar las coordenadas por medio del procedimiento de factibilidad del algoritmo
simplex.
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5.2 Coordenadas KKT para identificacion de
restricciones superfluas

En esta seccion se generan las coordenadas 51., jeNtpara cada iteracion "t"con la finalidad

de explorar la hipétesis de que estas poseen informacion acerca de las restricciones
superfluas j eF.op.

Dada la vecindad angular¥/=N" y el vértice fronterax* el problema principal consiste en
desarrollar un mecanismo de identificacion de restricciones superfluas por medio de un
criterio de coordenadas.En esta seccién comenzaremos con el concepto de eje real de
coordenadas KKT para motivar la generacion de coordenadas KKT y continuaremos en la
siguiente seccion con el desarrollo del mecanismo.

5.2.1 Concepto de eje real de coordenadas KKT

Consideremos la trayectoria de vértices: {xt|t = 1,---T*,x* = x*,x7" = x*} donde x* es
el vértice frontera'y x* es el vértice 6ptimo.A través de los vértices consecutivosxt yxt+1 se
puede hacer pasar una linea como se ilustra en la figura 4. Esta linea puede convertirse en
un eje de numeros reales, al cual denotaremos por & cuando a la linea se le agrega un
origen y se define la direccidn en que van los positivos y negativos. Si se desea que este eje
aloje las coordenadas que necesitamos, su origen debe elegirse en xt, los positivos en la
direccion dext*1 y los negativos en direccion contraria. La figura 11 muestra un politopo
en el espacioR? el cual exhibe caras, vértices y el eje& de coordenadas KKT. Cada cara es
un pentagono regular determinado por la interseccion de un hiperplano con el politopo.

Fig. 3: Especificacion de ejes de coordenadas KKT

El vérticext es la interseccion de los hiperplanos 7, 6 y 5, por lo que el conjunto de

restricciones atadas a xt esV%,, = {7, 6,5}. Si se ejecuta el procedimiento de optimalidad,
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se tendra el indicek = 7 de la variable no basicax,, que es candidata para entrar a la base,
e incrementarapor tanto el valor de la funcion objetivo. Porquek = 7 es indice de la
variable entrante debe ser suprimido de W%,,. Después de la supresion, se tendrd un
conjunto de restricciones que determina el eje de coordenadas KKT, el cual se define
como sigue:

Neje = Nata — (k} ()
Para el politopo de la figura 11 se tiene Jvije = {6,5}. Es decir, el eje de coordenadas

KKT es la interseccion de los hiperplanos de las restricciones 6 y 5.

Si ahora se ejecuta el procedimiento de factibilidad se obtendrd el indicer = 3 de la
variable béasicaxg, que saldrd de la base. Porquer = 3 es indice de la variable basica

saliente, debe ser agregada al conjunto ./VZJ-e, obteniéndose el conjunto de restricciones

atadas al vértice x*1, el cual se determina como sigue:

Nata = Neje U {1} (8)
Para el politopo de la figura 11 se tieneN.f: = {3,6,5}. Es decir, en una iteracion, el
algoritmo simplex pasé del vértice xt al vértice x**1 a lo largo del eje de coordenadas.

La interseccion del eje& de coordenadascon cada hiperplano del problema de programacion
lineal es una coordenada KKT. Estas intersecciones pueden ser calculadas con costo
computacional adicional.Como se vera mas adelante, el procedimiento de factibilidad
puede ser adaptado para el célculo explicito de las coordenadas KKT sin costo adicional
para el algoritmo simplex.

El ejede coordenadas se aprecia claramente en la figura 11, sin embargo las coordenadas
KKT son dificiles de visualizar geométricamenteatin en el espacioR3. En la siguiente
seccion se desarrollard el concepto de coordenadas KKT por medios geométricos en el
espacio R? por facilidad de analisis.

5.2.2 Concepto de coordenadas KKT

En esta seccion se desarrollara el concepto de coordenadas KKT por extension del concepto
de eje de coordenadas presentado anteriormente. Consideremos el ejemplo (2) cuyo
politopo &, un eje&de coordenadas KKT y un eje ¢ en la direccion del gradiente Vfde la
funcién objetivose muestran en la figura 12.En la figura se usa x* como vértice de
referencia cuya proyeccion ortogonal sobre V£ es el punto q*. Una linea de referencia Q se
hace pasar por los puntos x* y q* la cual es perpendicular a Vf, como se muestra en la
figura.

El cimulo de restricciones para el ejemplo es:C={10 9 11 8 7 1 2 6 3 4 5}. Después
de suprimirun conjunto propuesto de restricciones superfluas #,,, = {3 4 5}se obtiene la

vecindad angularA/={10 9 11 8 7 1 2 6}. Las restricciones deNV aparecen enumeradas
en la figura 12 y sus correspondientescoordenadas KKT estan listadas en la tabla 3.
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Fig. 4: Geometria de las coordenadas para ¥/={10 9 11 8 7 1 2 6}

Coordenadas KKTen el vértice x*
Sobre el eje £ESobre el eje C
¢&,=-12517 | ¢, 6 =-6.8162
¢, =—0.7811 ¢, = —4.2538
&, =—0.4162 (, = —2.2665
£ =0 £y =0
&, =0 £, =0
£, = 0.2841 C,o = 1.5471
£, = 0.6203 ¢, =3.3781
¢, = 1.1487 £, = 6.2554

Tabla 1: Valores de Coordenadas KKT sobre los ejes§ y ¢

Las coordenadas KKT se localizan sobre el eje & cuyo origen estd en xt. Se tiene una
coordenada KKT por cada restriccion del problema de programacion lineal dado: $ij =

1,---|N|. Cada coordenada éjes generada por el algoritmo simplex en cualquiera de sus

versiones y esproporcional a la distancia desde el origen del eje Ehasta la interseccion del
ejecon el hiperplano de la j —ésima restriccion. Como se puede observar en la figura 12 y
en la tabla 3 se ha incluido un eje£(con origen posicionado en q*) equivalente al ejecon el
fin de confirmar el concepto de coordenadas KKT.
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Cada coordenada Cj sobre el eje ¢ se determind de la forma siguiente: (i) se calculo el

punto de cruce del eje & con cada hiperplano 11, 6, 7, 8, 9, 10, 1, 2, (ii) se calculd la
proyeccion ortogonal del j —ésimo punto de cruce sobre el gradienteVfde la funcion
objetivo, (iii) se calculo la coordenada Qj como la distancia desde el origen del eje ¢ hasta

el punto determinado por la —ésima proyeccion ortogonal. Las coordenadasgjse muestran

en la figura 12 y se listanen la columna 2 de la tabla 3. Se observa que se mantiene la
relaci(’)ng]./g]. = 5.4456para todo jpor lo queg; yG; son equivalentes aun cuando fueron

calculadas en formas distintas. Las coordenadas positivasgj y (;jhacen crecer el valor de la
funcion objetivo mientras que las negativas la hacen decrecer.

Reflexionemos enseguida acerca de las coordenadas sobre el ejede coordenadas KKT de
la figura 12. El vértice xt es la interseccion de los hiperplanos 8 y 9, por lo que N, =
{8,9}. El procedimiento de optimalidad determina el indicek =8 de la variable no
basicaxy, que es candidata para entrar a la base, por lo que éste debe ser suprimido de

N,,. Después de la supresion se tendra Jvije = {9}. Es decir, el hiperplano de la

restriccion 9 es el ejef de coordenadas KKT, el cual pasa porxt y por x*1. Como se
muestra en la figura 12, el origen del eje es el vértice xt, sus puntos positivos estan en la
direccion dex!*! y sus puntos negativos en direccion contraria.El procedimiento de
factibilidad del algoritmo simplex tiene la funcion de seleccionar una variable basicaxg,
para ser convertida en variable no basica. El procedimientodetermina el indice r tal que
xgr = 0. Este indice es el de la coordenadag ,la cual es estrictamente positiva y la mas
restrictiva. Analizando la columna 1 de la tabla 3, se tiene quef 6 = 0.2841 es la

estrictamente positiva mas restrictiva, por lo que el indice buscado esr = 10 para el
ejemplo de la figura 12.

El algoritmo simplex calcula las coordenadasgj,j =1,---|N|, como las de la tabla 3.De

estas coordenadasel algoritmodetermina el indicerde la coordenadat. estrictamente

positiva mas restrictiva seleccionada de entre las coordenadas positivas.El resto de las
coordenadas, sin embargo,son desechadas por el algoritmo. En este punto se pueden
plantear lassiguientespreguntas clave: ¢qué significado tienen las coordenadas positivas que
de entre ellas se selecciona la estrictamente positiva mas restrictiva?, y si las coordenadas
positivas tienen un significado, ¢qué significado tienen las negativas?

5.2.3 Criterio de coordenadas para identificacion de restricciones
superfluas:

Después de haber suprimido del conjunto total de restricciones M = N (&4, €l conjunto
de restricciones superfluas %,,,, la vecindad angular & permanece. Se supone que N

satisface la propiedad de superfluidad N ,,cN y que en N permanecen todavia
restricciones superfluas. El problema que se desea explorar es identificar las restricciones
superfluas remanentes en . Es decir, se propone probar la hipotesis planteada

anteriormente de que las coordenadas §j,j eN* en cada iteracion "t" poseen informacion de
las restricciones superfluas j eFrom = (N -Niral.
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Consideremos el ejemplo en R? cuyo politopo # se muestra en la figura 12.Sea
N'={10 9 11 8 7 1 2 6} la vecindad angularcalculada enxt, el cual corresponde al
vértice frontera x*.Las coordenadas KKT $pjeN ‘se muestran en la tabla 3 yse grafican en

la figura 13.

20 T Ny R ‘ Coordenadas KKTen
el vértice x*
- [ L S [ | £, = —12517
| | | £, =—0.7811
‘ 1 ' £, = —0.4162
&g =0
&, =0
£, = 0.2841
g, = 0.6203
g, = 1.1487

Fig. 5: Coordenadas KKT &, j eNt

La linea Q mostrada en la figura 12 fue usada en el capitulo 4 como referencia para
medidas angulares c‘os(e,-),javf. En las figuras 12 y 13 sin embargo, la linea Q se usa
como referencia para las coordenadas éj, jeNt. Notamos por tanto que las coordenadas fj
estan polarizadas respecto de la linea Q, y que: fj > 0 hace crecer el valor de la funcidn
objetivo f en la direccion del vector Vf, §j < 0 hace decrecer el valor de la funcion

objetivo £,y & = 0 deja la funcion objetivo f sin cambio para j e V.
]

La polarizacion expuesta en la figura 13 fuerza a las restricciones a agruparse en dos
conjuntos por medio los signosde la coordenada KKT 5}.:

Ny ={jeN'|s, = 0} )
)
N = {jeN|&; < 0}

Para la gréfica de la figura 13 se tiene &% = {1 2 8 910} y ¥/. = {6 7 11}. Dado que
Noea = {110} y que Eg=0y&, =0,s0l0& =0.6203,, = 1.1487y §,, = 0.2841 son
candidatas a delimitar en cono KKT. Por tanto, la coordenada positiva mas restrictiva es
&,, = 0.2841, cuyo indice r = 10 eV}

Del andlisis previo se puede decir que los signosde las coordenadas KKT tienen
significados acerca de la pertenencia de las restricciones al cono KKTJ". Las expresiones
dadas en (9) constituyen propiamente el criterio de coordenadas, el cual se expone
verbalmente en la tabla 4 que sigue.
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Consideremos la trayectoria de vértices: {x|t = 1,---T*, x1 = x*, xT = x*}
donde x* es el vértice frontera'y x* es el vértice optimo.

En el vértice corriente xt con su correspondiente vecindad angular A el
gradiente Vh;de la restriccion j eV'es candidato a delimitar el cono KKT

siempre que su correspondiente coordenada KKT§]. >0,jeN.

Ademas, dado que las restricciones candidatas a delimitar 5" estan en
correspondencia con las coordenadas positivas, las coordenadas negativasfj <0,

jeNt deben estar en correspondencia con las restricciones superfluas.

Tabla 2: Criterio de coordenadas para identificacion de restricciones superfluas

De acuerdo a este criterio, en cada vérticex! es posible identificar las restricciones
superfluas por medio de las coordenadas KKT estrictamente negativas. El criterio asegura
que existe cierta correspondencia entre las coordenadas negativasfj <0 con jeNy las

restricciones superfluas que puedan encontrarse en la vecindad angular A*. Como se
mostrard mas adelante, la formula para fj involucra variables basicas, por lo que

renombraremos al conjunto de restricciones &£.como %,
Foar = N = (jeN'|&; < 0} (10)

Se mostrara oportunamente que%.,,es subconjunto de%:,,, dado en (6). En las siguientes
secciones se derivard la formula para calcular las coordenadas S jeN' Esta derivacion

es parte del procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex, el cual se revisa
enseguida.

5.2.4 Impacto de una variable entrante sobre el diccionario
Consideremos la funcion objetivo del diccionario (6) del capitulo 3:
f=ckB7'b+ (c§ — kB *N)xy (11)

En esta seccidn se desarrollard un procedimiento para incrementar el valor de la funcion
objetivo "f" por una modificacién apropiada del valor de una variable no bésica "xy;"

el problema (1) expresado en igualdades, lo cual se logra por la introduccién del vector u
de variables de holgura como se muestra enseguida:

maximizar f(x) = chxy + chxp (11)
X

subjetoa:Nxy +Bxg =b

Donde: ¢y=c¢, xy=x, cg=0, xg=u, N=[ay,a, a,]", B=Imxmon
acotamientos Ly < xy < Uy Y Lg < xg < Upg, dondeLy = —o0, Ly =0y Uy =Up =
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+o00 son valores iniciales. Las ecuaciones para la funcion objetivof y para las variables
bésicasxg en funcion de x, se conocen como diccionario y se determinan de (11):

f=ckB™ b+ (c§ — kB IN)xy (12)
Xg = B_lb — B_leN

Las variables y parametros en (12) evolucionan en cada iteracion del algoritmo
simplex.Para el calculo de las coordenadas nos interesa la evolucion de xy y de xg. En esta
seccion se establecen las condiciones de factibilidad de las variables basicas xp;exgy de la

variable no basica x,; nhecesarias para el calculo delas coordenadas KKT&j,j =1, [N

Con el fin de mejorar el valor de la funcién objetivo, en cada iteracion del algoritmo
simplex(caracterizada por el vértice corriente xf y por la vecindad angular4*), una sola
variable no bésicaxy, es cambiada a variable basica por medio de un numerog > 0:

XNk (E) = Xy £ & (13)

El simbolo & representa un numero 6 representa el eje de coordenadas KKT dependiendo
del contexto en donde se esté usando. El doble signo en el lado derecho de (13) tiene la
funcién de considerar las variables libres del problema de programacion lineal de la clase
de problemas dados en (1). Es decir, la variablexy, (&) es libre de adoptar valores positivos
0 negativos. Por definicidnxy;, = 0 en el lado derecho de (13).

Se mostrard que la propiedad clave del numerog es hacer que xyi(€) = xyr £ & Se
convierta en variable basica al mismo tiempo que una variable basica xz,-(§) = x5, + Edjrr
se anule convirtiéndose por tanto en variable no basica. De la anulacion xg, + &£d, = 0 se
determinara el nimero & > 0.

Mientras el indice k de la variable no basica xy,es determinado por el procedimiento de
optimalidad, el nimerog es calculado por el procedimiento de factibilidad. EI nGmero& > 0
debe satisfacer ciertas condiciones que garanticen la factibilidad de las variables

basicasxg;,j =1, |V, las cuales se analizan enseguida.

Se puede demostrar que el cambio escalar xy;, + & es equivalente al cambio vectorial
xy * Eey, donde e, es el vector candnico con un 1 en su k —ésima coordenada y con ceros
en las restantes. Sustituyendo x, por el cambio xy + Eegen xp de (12) se tiene:

Xp = B_lb - B_leN

=B7'b— B IN[xy *+ Eei]

Desarrollando se tiene:
xg(£) =B b — B !Nxy FEB INey
xg(&) = xg ¥ EBT'N;,
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Notemos que xg del lado derecho es el vector de variables basicas antes del cambio
Xne—Xnk £ &, Y que N, = Neyes la k —ésima columna de la matriz no bésica N. Por
razones de simplicidad definase:

d - B_lNk
para tener el siguiente efecto resultante del cambio x,; * & sobre las variables basicas:
xp(&) = xp + &d (14)

La funcion clave del procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex es encontrar el
namero§ > 0 que satisfaga las siguientes condiciones de factibilidad:

LNk < XNk i & < UNk&LB < Xp i &d < UB (15)

Aunque el procedimiento de factibilidad tiene la funcion precisa de calcular el numero &, en
el intento de calcular éste numero por medio de las desigualdades (15), se generaran las
coordenadas KKT buscadas.

El cambio xy + Ee;, modifica también la ecuacion de la funcion objetivo dada en (12), la
cual se procesa como sigue:

f=ckB7'b+ (c§ — kB *N)xy
f(&) = cgB™'b + (cy — cgB'N)[xy * Eey]
=cEB™'b + (¢} — cEB *N)xy + (¢}, — chLB™IN)e,t
=cEB7'b + (¢} — kB *N)xy + (cher — chB™Ney)E
= f £ (cyx — €gB7TNR)E (16)

El crecimiento o decrecimiento de la variable no basica xy, (&) = xyi * & se decide en el
procedimiento de optimalidad, mientras que el célculo del nimero & > 0 se realiza en el
procedimiento de factibilidad. Los signos positivos y negativos en el cambio xy, —>xy, £ &
seran considerados por separado en la generacion de coordenadas. Es decir, las coordenadas
se calcularan por medio de (15) solo para el crecimiento xy, +& 0 solo para el
decrecimiento xy;, — &, como se presentara en las dos secciones siguientes.

5.2.5 Célculo de las coordenadas KKT por crecimiento de la
variable no béasica

Consideremos las condiciones sobre la variable no basicaxy; (&) dada en (13) y sobre el
vector xg (&) de variables basicas dado en (14) solo para el caso en que hay crecimiento de
la variable no béasica: xy;, + &. Se analizara la desigualdad dada en (15), en primer lugar
para la variable no basica xy, (&) = xyr + &, Yy en segundo lugar para las variables
bésicasxg (&) = xg — Ed,.
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Coordenada g que satisface las siguientes condiciones de la variable no
basica:

LNkaNk-I_aSUNka:lI”'n (17)

Dado que xy;, = 0, Uy, = +0,Y

(0 sixyy esvariable de holgura
Ly =1 : iable de decisid
o sixyy esvariable de decisiéon

se tienen las condiciones sobre & correspondientes a xy, (&) = xyi + &, las cuales se
resumen en la tabla 5:
£el0, +) si xy es variable de holgura (Ly;, = 0)
§e(—00,+00) sixyy esvariable de decisidn (Ly;, = —o0)

Condicion Intervalo

Xyy €S variable de holgura (Ly, = 0) [0, +0)

Xnr €S variable de decision (Ly, = —o0) £ e(—o0, +00)

Tabla 3: Valores permisibles de&cuandoxy,, () crece
Coordenada & que satisface las siguientes condiciones de la variable basica:
LB < Xp — E.!dk < UB (18)

Se desea determinar & > Oque satisfaga estas desigualdades vectoriales. Expresando cada
componente de los vectores se obtiene un valor gj por cada componente de los cuales se

podré elegir el nimero&que satisfaga (18):
LBj < xBj — a]dk] < UBj'j = 1, em

=Lgj —xpj < —F,jdkj <Upj—xpj,j=1,...m

:>xBj—LBjZijdijxBj—UBj,j=1,...,m (19)
Dado que
UBj = 00

Lp; = Osixp; es variable de holgura

Lpj = —oosixp; es variable de decision

de las dos desigualdades en (19)se tienen para todo j las tres desigualdades siguientes:

fdk} < (XB]' - LBj)|L3j=O' fdkl < (XB]' - LBj)|L3j=—OO&§dkj > xBj - UBj|UBj=00 (20)

Considerando lastres clases de valoresparady;:dy; = 0,dy; >0, y di; <O0,las tres
desigualdades dadas en(20)quedan como sigue:
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dij =0: & S 00|20, & S 401y = & 2 —0 = (=00, +0)

. XBj
dyj > 0: & sd—k;

y & S Al o o&E 2 —0=E (0, (21)

LBJ'=0

. ~XBj
diy < 00 & 2 22

~Xpj
i —o' éj 2 _oo|L3j=—oo&§]' < +oo:>§]. E[|dkj| ’ oo)
Bj=

Notamos de (21) que la cantidad d,; selecciona un solo renglon. Notamos ademas que el
hecho de quexg;sea una variable de holgura 6 variable de decision influye también sobre
§j.Sabremos quexg; es una variable de decision cuandoLg; = —o, Yy que es una variable
de holgura cuandoLg; = 0.

Definiremos por tanto las coordenadas KKT como sigue:

e Cuando se detecta que el limite inferior de xp; es Lg; = 0, la coordenada §j se elige
como la cota finita dexp; siempre que dy; # 0. Sidy; = 0, 5,- es libre.
e Cuando se detecta que el limite inferior de xp; esLg; = —, se asignagj =0.

Estaasignacion se explica como sigue: dadoque las coordenadas cartesianas de un
vérticex® son variables de decision, y dado que el origen del eje& de coordenadas
KKT se elige en éste vértice, las coordenadas KKT en este vértice son nulas.

e Notar que ¢fj puede también ser nula cuando xz; = 0.

La tabla 6 registra las formulas para las coordenadas fj y sus intervalos de valores

permisibles que satisfacen las condiciones (21) correspondientes al crecimiento de la
variable no bésica xy;, + &

Coordenadas &.,j = 1,2, ... | V|

Condicion I:rtriri\g?tlfl)e xpj €s variable xpj €s variable

P de holgura (Lg; = 0) de decision (Lg; = —)
dgj =0 S e(—00, +0) g;es libre g;es libre
Coo 1BJ g =28 _
dij > 0 TR dkj] by Lpj=0 % = Oligymeo
dkj < O § E[_xBj’ OO) § _ _xBj é:] = 0|L3j=—00
T diy I |dyl

kj LBj=O

Tabla 4: Formulas de las coordenadasgj,j =1,..|N| parael caso xy; + &

Dado que d,; puede adoptar un solo valor de los tres posibles: dy; = 0, dy; > 0, d;; <0,

sucedera en cada j una sola coordenada de las tres que aparecen en los renglones 2, 3y 4 de
la tabla 6. Las coordenadas estan registradas en las columnas 3y 4.
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Cuando Lgj = 0, la variable basica xg; es variable de holgura por lo que xg; = 0. Por
tanto, a partir de la tabla 6 se tendra el siguiente resultado:

Sidyj < 0=¢, <0 (22)

Después de calcular el conjunto de coordenadas {gj,j =1---|V|}a partir de la tabla6se
determina la coordenada positiva més restrictiva en la forma siguiente:

¢, = min{&,lj eNeana} Neana = (1¢; > 0} (23)

5.2.6 Férmulas de las coordenadas KKT para decrecimiento de la
variable no béasica

Consideremos las condiciones sobre la variable no basica xy, (&) dada en (13) y sobre el
vector xg(&) de variables basicas dado en (14) solo para el caso en que hay decrecimiento
de la variable no bésica: xy, — &. Se analizara la desigualdad (15), en primer lugar para la
variable no basica xy, (§) = xyi + &, Y en segundo lugar para xg(§) = xg — Ed,.

Coordenada  que satisface las condiciones de la variable no basica:

Ly < xyk — & < Upg (24)
Dado que
Xk = 0
Uk = +0o0

Ly, = 0 si xy; €s variable de holgura
Ly = — Si xy, €s variable de decision

se tienen las condiciones sobre & correspondientes a xy, () = xy, — &,las cuales se
resumen en la tabla 7.

Condicion Intervalo
Xy €S variable de holgura (Ly, = 0) & e(—o0, 0]
Xnr €S variable de decision (Ly, = —o0) § e(—00, +00)

Tabla 5: Valores permisibles de & cuando x,, (§)decrece

Notemos que el nimero & > 0 por definicion. Por tanto,§ > Oes determinado de la tabla 7
solo cuando la variable no basicaxy, es variable de decision.

La variable no basica xy, puede ser variable de decision solo cuando el algoritmo simplex
KKT esta generando la secuencia de vértices {0, ---,x*}. En cuanto se alcanza el vértice
frontera x*y de alli en adelante, toda variable no basica xy,se convierte en variable de
holgura (ver la seccién 3.4 del capitulo 3).Se tienen por consiguiente las dos observaciones
siguientes:
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e Cuando se desea el decrecimiento xy, (&) = xyi — &,el nimerog > 0 se podra
calcular solo cuando x,; es variable de decision, lo cual sucede cuando el algoritmo
simplex KKT esta generando la secuencia de vértices {0, ---, x*}.

e Solo durante la generacion de vértices de{0,---,x"}, del vector de variables no
basicasxy sale una variable de decision y recibe una variable de holgura.Cuando se
alcanza el vértice frontera x*y de alli en adelante, toda variable no basica xy,es una
variable de holgura.

Coordenada & que satisface las siguientes condiciones de la variable béasica:
LBSxB-}_édkSUB (25)

Se desea determinar & que satisfaga estas desigualdades vectoriales. Expresando cada
componente de los vectores se obtiene un valor éj por cada componente de los cuales se

podra elegir el nimerog& que satisfaga (25):

Lpj < xpj +&;dyj < Upjj = 1,..m

=Lpj —xpj < +§;dy; < Upj — xpj,j = 1,..m (26)
Dado que
UBj = 00

Lgj = Osixp; es variable de holgura
Lpj = —oosixp; es variable de decision
de las dos desigualdades en (26) se tienen para todo j las tres desigualdades siguientes:

fdk} > (LB] _xBj)|LBj=O' fdkl = (LB] - xBj)|LBj= oo&egdk] < UB] —xBj|UBj= (27)

[ee)

Considerando las tres clases de valores parady;: dy; = 0, di;j >0, y dy; <0, las tres
condiciones dadas en (27) quedan como sigue:

dkj =0: Q,K] = _OolLB]:Ov QE] = _OolLsz—oo&é:j < 4o :>§] E(—OO,-l—OO)

—Xpi —XBi
dej>0: G &= —wly, o0& < +eomg e(—00, -] (28)
kj LB]-=0 kj
+XBj +XxXpij
dp; <0: & >—2 VE S Fo| . _ o &E < o=, L oo

En la tabla 8 se definen las coordenadas KKTfj para el decrecimiento de la variable no

basica xy, — &iguiendo los mismos argumentos usados en la definicion de coordenadas
KKTpara el incrementox,;, + &

Dado que d,; puede adoptar un solo valor de los tres posibles: dy; = 0, dy; > 0, dy; <0,
sucedera en cada j una sola coordenada de las tres que aparecen en los renglones 2, 3y 4.
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Las coordenadas estan registradas en las columnas 3 y 4, mientras que en la columna 2 se
presentan los intervalos de sus valores permisibles.

N Coordenadas &;,j = 1,2, ... | V|
Condicion I:rtr?]ri\g?kl)(lje X, €s variable xg; €s variable
P de holgura (Lg; = 0) de decision (Lg; = —o0)
dgj =0 &; €(=00, +00) ¢; eslibre ¢; eslibre
o _XBj = “XBj -
@ > 0 gj e dj ] by Lpj=0 fj - OlLsz_oo
+Xp;
+Xxp; _ "7Bj
dy; <0 e[—2, S =T $i =0lp=oo
kj QC] [ldkjl ) I |dyjl Lg=0 j Lpj

Tabla 6: Formulas de las coordenadasfj ,Jj=1,..| V| parael caso xy, — &

Cuando Lg; = 0, la variable basica xg; es variable de holgura por lo que xg; = 0. Por
tanto, de acuerdo a la tabla 8 se tendré el resultado dado en (22):

Sildy < 0=&, < 0

Después de calcular el conjunto de coordenadas {éj,j =1-|N|} se determina la
coordenada positiva mas restrictiva, como en (23), la cual se reescribe enseguida:

£ =min{¢ |j eNtana} Neana = UIE; > 0}

La eleccion de & satisface tambien la condicion impuesta en la tabla 7: & e(—0, +0), la
cual sucede solo cuando la variable no basica x,, es variable de decisién.Dado que se esta
analizando el decrecimientoxNk(ir) = xyi — E.la coordenadag  se podra calcularsolo
cuando x,, es variable de decision, lo cual sucede cuando el algoritmo simplex KKT esta
generando la secuencia de vértices {0, ---, x*}.

Se distinguen 3 casos [Chvatal (1983), p.122] en que el nimero & > 0 dado en (23)puede
ser determinado como sigue:

() El ndmero & > 0 se determina por la cota superior de & impuesta por Lg < xg +

&d; < Ugque es mas estricta que la cota superior (si la hay) impuesta por Ly, <
Xnk T & < Uy En este caso el valor de la funcion objetivo mejora.

(i) El nmero & > 0 se determina por la cota superior de& impuesta por Ly, < xyx
& < UprQque es al menos tan estricta como la cota superior (si la hay) impuesta por
Lg < xp ¥+ &dy < Ug. En el Simplex KKT, la base permanecera sin cambio solo si la
variable entrantex,;, permanece en su valor nulo, es decir:é=0¢en xy, £ & y en
xg + &d,. De acuerdo a (28),51. = 0 cuando xg; = Olo cual implica que el problema
es degenerado.Este caso se ha evitado en el problema de programacion lineal (1), el
cual se ha supuesto no degenerado.
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(iif) Elnumero & > 0 se determina cuandoni Ly < xyx + &< Uy NiLg < xg + &dy, <
U imponen cotas superiores sobre &, es decir, & = oo,lo cual implica que el problema
es no acotado. Este caso también se ha evitado en el problema de programacion lineal
(1), donde se ha supuesto que el politopo de soluciones factibles es acotado.

5.2.7 Mecanismo de generacion de coordenadas KKT

En la tabla 9 se presenta un resumen de las formulas para elcélculo de las coordenadas
KKT, las cualesse obtienen de las columnas 3y 4 de las tablas 6 y 8.

L, Crecimiento Decrecimiento xpj €s variable
Condicion _ .
Xy + & Xy — & de decision
dyj =10 51. es libre §j es libre §j es libre
xBj —XB]'
dij # 0 &= d.. &= do: & = 0lipj=-co
kj Lp;=0 kj Lp;=0

Tabla 7: Resumen de formulas para el célculo de las coordenadas KKT

Las férmulas de la tabla 9 para el calculo de las coordenadas KKT se codifican en el
procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex KKT que se presenta en la tabla 10. El
procedimiento procesa variables libres porque considera el crecimiento y decrecimiento de
la variable no basica xy; *+ & El procedimiento puede ser representado por medio de la
siguiente funcién computacional:

7, 'yj: y 0, My, = aCtl ll a ) _I N» N!xBI B;pB; ] B ,ym
k() =1 - = Factibilidad(k*, k=, Ly, Uy, X5, Lg, pg, N, B~1,m) (29)

Los parametros del lado derecho de la igualdad (25) son de entrada, los del lado izquierdo
son de salida. Los parametros k,r se usaran en el procedimiento de pivoteo. Las
coordenadas KKT éj,j =1,---,m se usardn en el procedimiento de identificacion de

restricciones superfluas. La coordenada positiva mas restrictiva & se usara en el
procedimiento pivoteo para actualizar el diccionario.

Notar de la Tabla 10 que &, = —Ly, > 0 en el caso de decrecimiento xy;, — & Recordar

que el decrecimiento sucede solo cuando x,; es variable de decision, es decir cuando
Ly, = —oo. Notar también que el calculo de las coordenadas KKT requiere de los indices
k*, k™ de la variable entrante xy,. Si k™ # 0 las coordenadas se calculan con la formula
para crecimiento xy, + & Si k= # 0 las coordenadas se calculan con la formula para
decrecimiento xy, — & Si k¥ =0y k™ = 0, se entiende que no se encontr6 variable no
basica xy; que mejore el valor de la funcion objetivo. La tabla 11 resume las
combinaciones de los indices k*,k~ y sus consecuencias en el procedimiento de
factibilidad y en el procedimiento de optimalidad de la tabla 4 del capitulo 3.
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Datos de entrada:

k* : Subindice de x, para su crecimiento xy; + &
k™ : Subindice de x,; para su decrecimiento xy; — &
Ly : Vector nx1 limite inferior de xy, Ly = [Ly1, - Lyn]”

Uy : Vector nx1 limite superior de xy, Uy = [Uyy, - Unn]”
Xg : Vector de variables béasicas mx1, xXg = [xg1, - Xgm]”
Lg : Vector mx1 limite inferior de xp, Lg = [Lgy, - Lgm]”
N : Matriz no basica, N =[Ny, N,]
B! : Matriz inversa de la matriz basica mxm

m = |N*| : Cardinalidad de la vecindad angular &*

Calculo de coordenadas KKT: {&,,j = 1,---,m}

Caso de crecimiento xyy + &
Si (k* # 0):
k=k*
é:() = UNk
d=B"INy = [dy,dp]"
§=0,j=1,m
Paraj=1,---m
Si(d; #0)y (Lgj = 0):

— XBj
é:] - dj
De otra forma (d; = 0):
£ =o

Caso de decrecimiento xy;, — &
Si(k=#0)y (k* =0):

k =k

é:() = _LNk

d = BNy = [dy, dp]"

stj =0,j=1,---,m

Paraj =1,--m

Si(d; #0)y (Lgj = 0):

_ Z*Bj
é:] - dj
De otra forma (d; = 0):
g =o

Célculo de lacoordenada KKT positiva mas restrictiva:
&, = min({¢;[j €Keana} A D, HKeana = U1&; > 0}, &,
r = arg(¢,)

= 400

Tabla 8: Procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex KKT
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k+ | k= | Consecuencia

=0 | #0 | Implica xy, + &para mejorar el valor de la funcion objetivo
=0 | =0 | Implica xy; + &para mejorar el valor de la funcion objetivo
= # 0 | Implica xy;, — &£para mejorar el valor de la funcion objetivo
= Implica solucion corriente 6ptima (Tabla 4 del capitulo 3).

Tabla 9: Combinaciones de los indices k*y k™~
De la tabla 11 se deduce que el crecimiento xu, + & tiene precedencia sobre el

decrecimiento xy;, — & lo cual esta codificado en el procedimiento de factibilidad de la
tabla 10.
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5.3 Mecanismo de identificacidon de restricciones
superfluas por criterio de coordenadas

Suponer que se han generado las coordenadas KKT éj,j =1, |V en la iteracion t por
medio del procedimiento de factibilidad de la tabla 10. Suponer también que se ha
determinado el conjunto de coordenadas negativas if,ar={j|§j<0} definido en

(10).Algunas restricciones %-,.. cF-.msuperfluas remanentes en.V“podréan ser calculadasa

partir de la relacion entre el conjunto %, = {jEJVt|§j < 0} y los parametros y variables

del diccionario de un problema de programacion lineal.

5.3.1 Identificacion de variables y parametros superfluos por
coordenadas negativas

El criterio de coordenadas de la tabla 4 asegura que existe cierta correspondencia entre las
coordenadas estrictamente negativas §j <0, jeN' y las restricciones superfluas

Fr o oer CF-omremanentes en la vecindad angular .

La correspondencia (& < 0)j €%,y NO €s tan obvia. Para descifrarla se necesitara
determinar otros tipos de correspondencia:

(é:j < O)H(xBJ’)(_)(BJ')Hj Egf‘estr (30)

3.1 Correspondencia(.fj < 0)<>(xp;): De la tabla 9 se obtienen los valores posibles de la
coordenadaéj:

(+xBj
7 para xy; + &
kj Lpj=0y di;#0 (31)
S =4 %)
J T para xy, — &
ki lLgi=0y dgjz0
L O |LBj=—00

De esta expresion notamos que el subindice de éj es el mismo que el de la variable bésica
xpj.Cuando Lp; = —o, xp; es variable de decision x; y la coordenada H;‘j es nula. Pero
cuando Lg; = 0, xp; es variable de holgura u; y la coordenadagj puede ser positiva,
negativa, o nula.Dado que los indices de fj negativas pertenecen al conjunto:

ggar = UE'/thégj < 0}

69



sededuce que los indices je%.,-son indices de variables bésicas.Es decir, existe la
correspondencia (§j < 0)<>(xp;).

3.1.2 Correspondencia(fj < 0)<>(B;): La j—ésima coordenada g < Oestd en
correspondencia directa con la j —ésima variable basica xp;, y ésta con la j —eésima
columna de la matriz basica B.Por tanto la columna B; puede ser suprimida y las variables

y pardmetros basicos con indices j %, ,,pueden también ser suprimidos del problema de
programacion lineal.

Dado que xBj,jefif,ares factor de vectores columna deB, pero no es factor de renglones de
B, el indice j no sefiala necesariamente un renglén de B y por tanto, tampoco sefiala
directamente a una restriccion del sistema de ecuaciones Nxy + Bxg = b. Pero por el
criterio de coordenadas de la tabla 4 debe existir cierta correspondenciadel indice

jeF,,-conlos renglones de B, y por tanto conlas restricciones superfluas..g.. Esta
correspondencia se determina enseguida.

5.3.2 Identificacion de restricciones superfluas porcoordenadas
negativas

Enseguida se establece la correspondencia faltante: (§j < 0)¢>j €FLpstr. Consideremos el

conjunto de restricciones N en la iteracion "t", es decirel sistema de ecuaciones del
diccionario (33), el cual se reescribe enseguida:

LN <xN < UNlLB SxB < UB

Donde:xy €R™, xg,beR™, N eR™" BeR™™ m = |N|. Suponer que(32) es el sistema
inicial, es decir,Ly = [—oo,:-,—0], Uy =[+00,::,+00], ¥y Lg=1][0,--,0], Ug=
[+00,::+,+],B = [By,**, Bp] = [e4,+, &, donde e; es un vector canonico, el cual tiene
un "1" en la j —ésima posicion y ceros en las restantes: e; = [0,...0,1,0,...0]".Cada
restriccion del problema es una ecuacion del sistema (32). Dado que la matriz B es
cuadrada, un indice que apunta a una de sus columnas esta relacionado con el indice que
apunta a uno de sus renglones, y por tanto a alguna restriccion. Investiguemos enseguida
esta relacion.

Lascolumnasde las matricesN = [Ny, -+, N,,]JyB = [eq,*, e;n], Y Sus cotas inferiores para
el diccionario inicial,son referenciados como sigue:

LNli 'LNnLBlr T LBm
Nl’...'Nnel’...' em
P Mo A

1,,n(n+1),---,(n+m)

Es decir, las columnas deN y B son apuntadas por los elementos de los vectores siguientes:
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pg] = [pn1, o Pan] = [1, -+, 1]
p% = [Ps1, - Pom] = [(n+ 1), -, (m + n)]

El vector canonico ejesta apuntado indirectamente por pg,y directamente apuntado por
pgj —n =j. Las restricciones del diccionario inicial,y solo las del diccionario inicial,
estandirectamente apuntadas también por pgj —n =j, es decir, por los componentes del
vector de indices a restricciones siguiente:

pg = (pg - [n,---,n]) = [1,,m]

En cada iteracion el algoritmo simplex, las columnas de N y B y los elementos de los
vectores p% y p% estan sujetos a intercambio. Por lo que, los elementos de p$% no solo
cambiaran de posicion sino que algunos se encontraran enp¥. Por tanto, el vector de indices
arestricciones pr = [Pr1, ", Prm] €N la iteracion t no es tan simple de determinar como lo
fue p%.Sin embargo, debe notarse que Pgj€Pp = [Pp1, " Pem] €N la iteracion tpuede

. . 0 < - 0 - s ;=
satisfacer: p; epp 0 bien pg; epy. En el primer caso pp; apuntara al vector canonico e; 'y
. 7 = - -, 0 7 - _ 7
a la j —eésima restriccion. Notar que pp; epp estaasociado aB; = e;, y este a su vez esta
asociado a Lg; = 0.Por tanto el indice a restriccionespy; se puede calcular como sigue:

—n) siLlg; =0
Pr; = (ij . ) Bj j=1,m
Pgjsi Lgj = —00

El elemento:
pRjz(ij—n)siLBj:O (33)

apuntaal j —ésimo renglén de B y apunta por tanto a la j —ésima restriccion. Mientras que
el elemento pg; = pp;paraly; = —oo apunta a columnas de la matriz no basica N.En otras

palabras, el elemento pg; = (pB]- — n) identifica el renglén de la matriz B localizado por
medio desu columna B;correspondientes a Lg; = 0. Como se vera mas adelante, eéste

renglén y ésta columna de B son los Unicos que podran ser suprimidos. Las restricciones

superfluas %, definidas en (52) estan en correspondenciacon las coordenadas negativas

F.,-definidas en (10). Por tanto, el conjunto de restricciones superfluas %-.., en la

iteracion "t" se precisa en términos de #.,,.como sigue:

gf‘estr = {(ij - n) | LBj = O'jé“;lt)a‘r (34)

Dado que %5 , = {ie./Vt|§j < 0}, la expresion (34) se establece la relacion buscada:(éj <

. t
O)HJ Ggrestr-

Los renglones de B, es decir, las restricciones del sistema (32), que son apuntados por los

elementos de %:,.-calculados por (34)estan sujetos a supresion. Las variables basicas y

pardmetros bésicos con indices j €., estan también sujetos a supresion. Después de estas
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dos clases de supresiones, la matriz basica B resultante continuarad siendo cuadrada. Las

expresiones para los conjuntos -, Y %54 €N la iteracion "t" nos habilitaran para disefiar

el mecanismo de identificacion de restricciones superfluas remanentes en la vecindad
angular Apor medio del criterio de coordenadas, siempre queA* satisfaga la condicion de
superfluidad W ,.,cNV. Esta condicion se garantiza por restitucion de ciertas restricciones
que fueron suprimidas en el conjunto de restricciones superfluas %, 4.

5.3.3 Restitucion de restricciones suprimidas por criterio angular

Es posible identificar las restricciones superfluas remantes en la vecindad angular N
siempre y cuando se satisfaga la condicién de superfluidad W, cV. Esta condicion aln
no esté garantizada porque el conjunto &,,,, puede contener algunas restricciones de N g,
Las restricciones j€%,,4 que tienen coordenadas KKT positivas cfj > (Osoncandidatas a

pertenecer en N, porque fj > 0 tiene esa propiedad. El conjunto de restricciones a ser
restituidas a A se denota como ..., Y e calcula por tanto como sigue:

‘/v;k‘estt ={lj Egang&é:j > 0} (35)

Enseguida se revisaun ejemplo en el que no se satisface la condicién de superfluidad
Noa@N, el cual fue presentado en el capitulo 4 con el mismo propésito.En la figura 14
hay al menos una restriccion cuyo gradiente, Vh, en la figura, delimita el cono KKT y al
mismo tiempo es suprimido por pertenecer a%,,, = {j eM|Co s(:6}~) < 0}

-

-
f %ono KKTK"
K
< Vf \ MEJORA

>
Cono KKTK" Yt

FAC

Fig. 6: Gradiente Vh, excluido del Cono KKTX"
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Los dos criterios de identificacion de restricciones superfluas aplicados a las restricciones
de la figura 14 en el vértice fronterax”son los siguientes:
(1) Criterio angular que selecciona las restricciones cuyos gradientes forman angulo
Cuyo coseno es negativo respecto de la linea Q como se muestra en la figura 15 (a).
Estos restricciones forman el conjunto #h,, = {1 3 4 5 6}

(2) Criterio de coordenadas que selecciona los indices de las variables basicas
superfluas cuyas coordenadas KKT son negativas con respecto a la linea Q como se

muestra en la figura 15 (b): 5, = {4 5 6 7 11}

(a)

Q Criterio angular
Fing = {13 4 5 6}
N={10 9 11 8 7 2}

(b)

Criterio de coordenadas
F.={456711}=N"
N =1(1,2,3,8,9,10}

Fig. 7: Supresion de coordenadas superfluas

Dado que N7, = {10, 1}, notamos que &= {10 9 11 8 7 2} no satisface la condicién
de superfluidad N,,,&N. La restriccion 1 faltante en N se encuentra en fiﬁng =
{13 4 5 6}. Sin embargo, el conjunto N;....determinado a partir de las dos gréficas de la
figura 15 rescatara la restriccion 1 que faltaen W:

‘/V:"estt = {]IJ Egang&‘fj >0} = {13}
Finalmente, la restitucion de la restriccion 1a N se realiza como sigue:

Jv:‘/vu*/v;estt
JV={10 911 8 7 2}%13}={10 911 8 7 213}

El resultado es que la vecindad angular Aya satisface la condicién de superfluidad
N*atag‘/v-
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Notamos que el conjunto util de coordenadas KKT cfj,j =1,---,m esta disponible a partir

del vértice frontera x*. Por tanto, el calculo del conjunto N .. Y Su restitucion a A sélo se
podra realizar a partir de x*, lo cual se puede lograr considerando las observaciones
siguientes:

1. Los conjuntos %, y N se pueden calcular antes de iniciar la ejecucion del
algoritmo simplex KKTpor medio del criterio angular establecido en el capitulo 4.

2. El aseguramiento de la condicion de superfluidad de W& por medio de Nj,q S€
podra realizar solo a partir del vértice frontera x*.

3. La identificacién de restricciones superfluas .., Yy de variables y pardmetros

basicos superfluos %, se podréan realizara partir del vértice frontera x* en cada

iteracion "t" después de asegurar la condicién de superfluidad de .

Suponiendo que se satisface la condicion de superfluidad N, debido a la restitucion
de N;.se. LO que procede ahora es detectar las restricciones cuyas coordenadas fj son

negativas: %, = {je./vt|§j < 0}. Se ha encontrado que al suprimir todas las restricciones

cuyas coordenadas son negativas se corre el riesgo de eliminar restricciones que delimitan
el cono KKT. Es decir, la condicion de superfluidad esta todavia en riesgo de no cumplirse.
Sin embargo, existe una forma de detectar restricciones candidatas a delimitar el cono KKT
cuyas coordenadas §j son negativas.

5.3.4 Preservacion de la condicion de superfluidad

En la seccion anterior se asegura que una vez que el conjunto de restricciones Nyesr =
{lj €Fang&s; > 0} ha sido restituido a la vecindad angular ., esta satisface la condicion

de superfluidad N ,,, V. Se mostrara enseguida que esta restitucion no es suficiente para
garantizar la superfluidad de V.

El criterio de coordenadas establece que toda restriccion j e, puede ser suprimida,
donde:

t . t
Frestr = {(ij - n) | LBj =0,j EFpar
Dado que &, = {jeN'|&; <0}, las restricciones ) €F.r son las de

coordenadasnegativas condicionadas a Lg; = 0. Pero, como se mostrara en el siguiente
ejemplo, no toda restriccion con coordenada negativa puede ser suprimida.

Consideremos el problema de programacion lineal con politopo el de la figura 14 la cual se
despliega en la figura 16en forma simplificada para ilustrar la condicion de superfluidad.
En la figura se muestra el cambio de signo de la coordenada &,, de negativa a positiva,

cuando sucede el cambio de vértices:x? —x3.
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Fig. 8: Cambio de signo de la coordenada &,, de negativa apositiva

Para el vértice x? se tiene el eje de coordenadas &' cuya interseccion con el hiperplano 4
produce &, < 0. El signo de &, es negativo porque la interseccion aparece en el negativo
del eje &'. Al pasar al vértice x3se tiene el eje de coordenadas &' cuya interseccion con el
hiperplano 4 produce &, > 0 porque tal interseccion sucede en el positivo del eje g,

Habiendo sucedido &, < 0 en el vertice x?, la restriccion 4 esta sujeta a supresion en virtud
del criterio de coordenadas. Esta supresion sucederia antes de arribar al vértice x3. Pero en
este vertice se tiene £ > 0 por lo que el gradiente de la restriccion 4 califica como

candidato a delimitar el cono KKT. Por tanto, la restriccion 4 no deberia ser suprimida solo
porgue su correspondiente coordenada adoptd un signo negativo en alguna iteracion.

Se observa en la figura 16 que &, < 0 es de las coordenadas mas negativas en el vertice xZ.

Por esta razon se convierte en positiva al pasar al siguiente veértice. Por tanto, una regla
simple de seleccion de restricciones a ser suprimidas por medio del criterio de coordenadas

es que se supriman restricciones j e%,,, cuyas coordenadas sean las menos negativas mas
cercanas al origen, es decir que satisfagan la condicion:U.,,q < §;<0,es decir:

gltJaT = {ie'/vtlUcoord < fj < 0} (36)

Donde U.,,rq €S un umbral negativo que evita que se supriman restricciones cuyos
gradientes son candidatos a delimitar el cono KKT. Estas restricciones corresponden a
coordenadas cambiantes en signo. El peor de los casos sucede cuando U,,,,q— 0 porque
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implica no suprimir restricciones. EI mejor de los casos es cuando U, -4 — — <. ES decir,
el umbral U,,,.q debe ser sintonizado de acuerdo al problema de aplicacion. Un valor de
Ucoora razonable encontrado en problemas de sujecion por manos robdticas es el que
preserva en %.,, las dos terceras partes del total de restricciones negatlvas mas cercanas al
origen.El mecanismo de identificacién de restricciones superfluas %, y de variables y
pardmetros basicos superfluos %5, en la iteracion "t"se muestra en la tabla 13. El
mecanismo garantiza que se satisfaga la condicion de superfluidad V., A por medio de
la restitucion de  Nyege = Ulj efiang&fj >0} a W, y la condicion de
superfluidad NV, Nt por medio de la seleccion apropiada de las restricciones de
coordenadas negativas: %4, = {j eV |Uscoora < ¢ <0}

Datos de entrada:

NcC: Vecindad angular calculada antes de iniciar el algoritmo
Fang=C-N:  Conjunto de restricciones superfluas iniciales
= |€| Cardinalidad de €
§j,j =1,---m: Las coordenadas KKT generadas por el mecanismo de la tabla 10
t=1,2,.. El nimero de iteraciones simplex
t =n: El nimero de iteraciones en que se alcanza el vértice frontera x*

Lgj,j = 1,---m: Limite inferior de la variable basica xp;
pgj,J = 1,---m: Apuntador a la variable basica x;.
Si t > t* hacer lo que sigue:
Si t = t* hacer lo que sigue:
Para cada j €F4ng Y & >0 hacer restitucion: N/=NU {j}

Paraj = 1,--- | V| hacer lo que sigue preservando superfluidad:
Si (Ucoora < .f < 0)y (Lg; = 0) hacer:
var(]) =J
restr(]) = (ij - n)

De otra forma (t > t*) hacer lo que sigue:
Paraj = 1,--- | /| hacer lo que sigue preservando superfluidad:

Si (Ucoora < .f < 0)y (Lg; = 0) hacer:

var(]) =J
restr(]) = (ij - n)

Tabla 10: Mecanismo de identificacion de restricciones superfluas restr Y
de variables y parametros bésicos superfluos %.,..

El mecanismo de la tabla 13 puede ser representado por la funcién computacional:

[Jrestr, ,,ar] = [dentificacion(N.¥ Fang: & L, t# ,Lg,Pp) (37)
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5.4 Supresion de restricciones superfluas por
criterio de coordenadas

Se desea reducir la cardinalidad de la vecindad angular A" en cada iteracién t del algoritmo
simplex KKT. Expresado de otra forma, se desea reducir la dimensién del problema de
programacion lineal sujeto a optimizacion en cada iteracion t del algoritmo simplex

KKT.La reduccion se logra suprimiendo del problema el conjunto de restricciones
superfluas %-,,,4 Y €l conjunto de variables y pardmetros bésicos%;,s.,los cualesfueron
determinados por el mecanismo de la tabla 13. El problema esta definido en el espacio R™y
esta constituido por m = | V| restricciones funcionales, yse reescribede (32) en la forma

siguiente:

maximizar f(x) = chxy + chxp
X

subjetoa:Nxy + Bxg =b

(38)
LN < XN < UN
LB < Xp < UB
Las variables y pardmetroscon sus valores de iniciose muestran enseguida:
Xy = [xnv1 Xn2s o XnnlT = [x1, X5, -+ x,]7: variables de decision
XB = [xBl, sz, "'me]T = [ul, uz, o um]T Variab|eS de hOlgura
cy = [en1 Enzs - Cnn]T = [cq, €3, -+ ¢, ]T: coeficientes de la funcion objetivo
¢g = [cg1, Cp2r - Cgm]T = [0,0,-+-0]7: valor inicial
N = [Ny, N,, -+ N,] = G, mxn: matriz de coeficientes
B = [B4, B, -+ B,,,] = I, mxm: matriz inicial (39)

b = [by, by, b, ] mx1

LN = [LNl' LNZ' LNn] = [—OO, —0, e, —oo]

Uy = [Uy1, Unz, - Uynl = [+00, +00, -+, +00]

Lp = [LBI'LBZ'"'LBm] =[0,0,-++,0]

UB = [UBI' UBZ' UBm] = [+Oo' +00, -+, +OO]

Py = [Pn1, o Pyn] = [1, -+, n]: apuntador iniciala elementos dexy

P = [Ps1, - Pem] = [(n + 1),-+-, (m + n)]: apuntador inicial a elementos de xp

Después de la iteracion t#en que se alcanza el vértice frontera x*, el modelo (38)se somete
a supresiones dictadas por los conjuntosde restricciones superfluas#.,,,qyde variables y

pardmetros basicosF,,.,conjuntos que fueron calculados por el mecanismo de
identificacion de la tabla 13.

5.4.1 Supresidn de restricciones superfluas:

Las restricciones funcionales del problema de programacién lineal son las m ecuaciones del
sistema Nxy + Bxg = b. Por lo que solo basta suprimir los renglones correctos de los

parametros N, B y b. Los renglones sujetos a supresion son los apuntados por los indices en

%, dado en (35) el cual se reescribe enseguida:
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gf’estr = {(ij - n)lLBj = O,ng,t,ar

Como se puede ver del codigo del mecanismo de identificacién de la tabla 13, la condicidn

Lgj = Oen la expresion de F.resta implicita en %.,,. La supresiénde los renglones

superfluos de N, B y bapuntados por los elementos de ..,y la supresién de variables y

parametros superfluos apuntados por .,,-se codifican enseguida.

5.4.2 Supresion de variables y parametros basicos superfluos:

Las variables basicas xp; sujetas a supresion son las apuntadas por los indices jEF

Dado que pp es apuntador a los elementos de xg, el indice j %,,,-es también apuntador a
los elementos de cg, Lg Y Ug como se puede ver de la estructura de (38). Por tanto, las
cantidades basicas que estan sujetas a supresion, son las siguientes:

Xp.Pp: B, cp, Lp yUp (40)

En la matriz B se suprime suj —ésima columna, y en xg, pg.cg,Lg Y Ug Se suprimen sus
j —ésimos elementos, donde j €%%,,. Después de la supresion, la dimension del problema
de programacion lineal dado en (11) habra sido reducida en|%.,| en la iteracién t. Por
tanto, el costo computacional de los célculos realizados por el algoritmo simplex KKT sera
reducido en iteraciones subsecuentes. La supresién de restricciones superfluas y de
variables y parametros superfluos se codifica en el mecanismo de las tablas 14 y 15.

Datos de entrada:

t=1,2,- : El nlmero de iteraciones simplex

th=n : El nimero de iteraciones en que se alcanza el vértice frontera x*
Xp : Vector de variables basicas mx1

N . Matriz no basica mxn, = [N,,, - Nrn]T matriz en renglones

B : Matriz basica mxm, = [B,, - Brm]T matriz en renglones

[Be,, ch]Tmatriz en columnas

Sl

: Vector de limites de recursos mx1
Cp : Vector coeficiente mx1 de variables béasicas
Lg : Vector mx1 limite inferior de xp
Up : Vector mx1 limite superior de xp
PB : Vector mx1 puntador a elementos de xp
N : Vecindad angular mx1 en la iteracion t, & = [V, -, VL]
For : Conjunto de indices de coordenadas negativas
L = |% .| :Cardinalidad de %,
Froser : Conjunto de restricciones superfluas= [Fosr (1), , Froser (L]
m = |b| : Dimension de b

Tabla 11: Datos de entrada para el mecanismo de supresion de la tabla 15
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Si (t > t*)y (L > 0)hacer lo siguiente:
Paraj = L,(L — 1),---, 1 suprimir renglones de B (restricciones superfluas):

Ly = Ibl
L2 = restr(])

_ T N1
N1 = [ rLttt r(LZ 1)] , N2 = [Nr(L2+1)" rLl] N2

B1
B1 = [Byy, Bra-1)l", N2 = [Bra+1y, - By, ", B = BZ]

b1 = [by, bua-n)]", b2 = [buzen, b7 b = [,

Nl = [./‘[g’-.-JViZ_l]T’ N2 = [Niz+1,...N£1]T’ A = [Nz

Paraj = L,(L —1),--+, 1 suprimir columnas de B:
L3 = gztzar(i)
B1 = [B.y, " Bers—1y] + B2 = [Beuz-1), " Beml"» B = [B1  B2]
m =numero de columnas de B

Calcular B~1

Paraj = L,(L — 1),---, 1 suprimir variables y pardmetros superfluos:
L, = |PtB|
Ly = Fpar ()

X1 =[x, Xp,-1)]"+ X2 = [Xp,+1), " Xp1, ) Xp = [ﬁ;

clp = [cp1, " Cp,-1)]"+ €2B = [Cou,+1) " CoL, ) CB = [i;ﬂ
L1g = [Lp1, - Lp,-1)]"s L2 = [Lp,+1y. -+ Lo, ]" Lp = i;ﬂ
Ulp = [Upy, - Upg, - 1)] U2p = [Up,+1) UBLl] Ug = [UlB
Pl = [Ps1 - Pe,-»]"s P2 = [PBLy+1) PBL, ] PB = [z;B]

Tabla 12: Mecanismo de supresion de restricciones superfluas y de variables y
parametros superfluosidentificados por criterio de coordenadas

La funcion computacional que representa el mecanismo de supresion de restricciones
superfluasy de variables y parametros superfluos de las tablas 14 y 15 es la siguiente:

[V, xg,N,B,B~1,b,cp,Lp, Ug, pg] (41)
= Supresion(Foora» Foaser Nt t*,m, x5, N, B, b, cg, Lg, Ug, Pp)
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5.5 Procedimiento de pivoteo y actualizacion del
algoritmo simplex KKT

En cada iteracién del algoritmo simplex KKT sucede un intercambio entre los componentes
de los parametros y variables del problema, lo que se conoce como pivoteo. El pivoteo es el
intercambio de papeles entre la k —ésima variable no bésica xNk(gr) y la r —ésima
variable basica xg, (§,). Debido a que xy, exy y que xg, exp y debido a la influencia de
xy Y xg en las ecuaciones del problema de programacion lineal, el pivoteo dexNk(ér) y
xgr(E,) fuerza los seis pivoteos siguientes:

Xy Xpg, Cy<Cg, N> B, Ly>Lg, Uy U, Dy <P (42)
La actualizacion del diccionario se realiza por medio de las ecuaciones (13), (14) y (16):
xnk(8,) = xve £ &,
xs(ir) =xpg+ irdk (43)

f€) =f % (cyx — cBTINYE,

El signo superior que aparece en el doble signo se usa cuando k* # 0, mientras que el
signo inferior se usa cuando k~ # 0. La actualizacion del diccionario y el pivoteo se
presentan en las tablas 16 y 17.

Datos de entrada:
k* =0 :indice de xy, parasu crecimiento xy, + &
k= =0 :indice de xy, para su decrecimiento xy; — &
k - Indice a variable no basica x; entrante
r - Indice a variable basica x, saliente
f : Valor corriente de la funcion objetivo
Xy : Vector de variables no basicas nx1
Xg : Vector de variables bésicas mx1
CcN : Vector coeficiente de variables no basicas nx1
Cp : Vector coeficiente de variables basicas mx1
N : Matriz no basica mxn
B : Matriz basica mxm
Ly : Vector nx1 limite inferior de xy
Lg : Vector mx1 limite inferior de xp
Uy : Vector nx1 limite superior de xy
Ug : Vector mx1 limite superior de xp
u : = [, -+ Uy, vector de variables de holgura (u; = b; — a] x)
PN : Vector 1xn apuntador a elementos de xy
Ps : Vector 1xm apuntador a elementos de xg

Tabla 13: Datos de entrada para el procedimiento de actualizacion y pivoteo
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Actualizacion del diccionario:
Si (k* # 0): caso de crecimiento xy; + &
Xnk = Xnk + &,
xp(&) = xg — BT'N&_
f=f+(cnk— cEBTINYE,
Si (k™ #0): caso dedecrecimiento xy, — &
XNk = XNk — (tor
xp(&) = xg + BT'NyE,
f=f—(cnk — €EBTINYE,
Hacer sucesivamente una asignacion a la vez de wy y de wg:
Wy = Xy, Cn, N' LN' UN' Pn
Wg = Xp,Cp,B,Lp,Up,,pPp
Intercambiar el elemento wy;, con el elemento wp,.:

aux = Wy
Wynig = Wpyr
Wg, = aQux

Rescatar la solucion [x, u] a partir de xy y xp.

Tabla 14: Procedimiento de pivoteo y actualizacion del diccionario

El procedimiento de pivoteo y actualizacion del diccionario de las tablas 16 y 17 puede ser
representado por medio de la siguiente funcién computacional:

[xn, xp,N,B,cy,cp, Ly, Lg, Uy, Ug, Py, P, [ X, U] (44)
= PiUOteO(k+, k_, k,r, XN, X, N,B, Cn, CB,LN,LB, UN' UB'pN' pB)

5.6 Algoritmo simplex KKT

Los procedimientos del algoritmo simplex revisado [Chvatal, 1983] son esencialmente
optimalidad, factibilidad y pivoteo. Sin embargo, el algoritmo simplex KKT que se
presentara en las tablas 18 y 19 esta formado por cinco procedimientos:

1. Procedimiento de optimalidad que incluye los mecanismos de variables libres.

2. Procedimiento de factibilidad, el cual se adapta para procesar las variables libres del
problema. Incluye el mecanismo de generacion de coordenadas.

3. Mecanismo de identificacion de restricciones superfluas por criterio de coordenadas

4. Procedimiento de actualizacién y pivoteo.

5. Mecanismo de supresion de restricciones superfluas por criterio de coordenadas.

Los datos de entrada son los pardmetros {G, b, c} del problema de programacion lineal:
max, f = cTx sujeto a Gx < b. Luego se calcula el cimulo de restricciones@y de aqui se
determinanel conjunto de restricciones superfluas #,,,4Y la vecindad angular .
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Datos de entrada:
Modelo de programacion lineal original en R™:

G : Matriz de coeficientes
b : Vector de recursos
c : Vector de costos
e : Cimulo de restricciones
Modelo de programacion lineal en R™ reducido en restricciones por #,,4:
N : Vecindad angular determinada por el mecanismo de la tabla 2
m = |N| : Cardinalidad de ¥/
Gy : Matriz de coeficientes ajustada a &/
by : Vector de recursos ajustado a &/
c : Vector de costos sin cambio
Parametros y variables del diccionario: valores de inicio
cy=C¢c : Vector coeficiente de variables no bésicas nx1
cg=0 : Vector coeficiente de variables basicas mx1
N==Gy : Matriz no basica mxn
B=1 : Matriz basica mxm
Bl=] : Matriz inversa de Bmxm
b=by : Vector de recursos mx1
Ly =— : Vector nx1 limite inferior de xy
Uy =+ : Vector nx1 limite superior de xy
Lg=0 : Vector mx1 limite inferior de xp
Up =+ : Vector mx1 limite superior de xp
py =[1,--n] : Vector 1xn apuntador a elementos de xy
pg =[(n+1),--,(n+m)] : Vector 1xm apuntador a elementos de xg
xy=0 : Vector de variables no basicas nx1
xg=Db : Vector de variables basicas mx1
f=0 : funcidn objetivo escalar
x=0 : Vector de variables de decision 1xn
u=>nT : Vector de variables de holgura 1xm
Pardmetros auxiliares: valores de inicio
Canon = [1,---n] : Vector 1xn de restricciones candnicas
Canon_cont = 0 : Contador de restricciones candnicas
t_max : Maximo nimero de iteraciones propuesto
th=n - Iteracion en que se alcanza el vértice frontera x*
t=0 . Iteracion del algoritmo simplex KKT
Optimo = false : Condicion optima de la solucion [x, u]
N=W : Vecindad angular en la iteracion t > t*
k* =0 - Indice de x,, para su crecimiento xy; + &
k==0 - Indice de xy,, para su decrecimiento xy; — &

Tabla 15: Datos de entrada al algoritmo simplex KKT
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Mientras (t < t_max) ejecutar lo que sigue:

1.- Procedimiento de optimalidad de variables libres y vértice frontera (Tabla 4, Cap. 3):
[k*,k~] = Optimalidad(cy, cg, N,B~1, xy, Ly, Canon, t*, k¥, k™)
Si (k* =0)y (k™ = 0) terminar, la solucién corriente [x, u] es 6ptima
2.- Procedimiento de factibilidad (Tabla 10):
[k, r,{fj,j =1,--,m}, & ] = Factibilidad(k*,k~, Ly, Uy, xpg,Lg,pg, N,B~1, m)

3.- Mecanismo de identificacion de restricciones superfluas (Tabla 13):
[Frestr Foar] = Identificacién(V, Fong, & t,t*, Lg, pg)

4.- Procedimiento de pivoteo k«»r y actualizacion (Tablas 16 y 17):
[xn, X, N,B,cy,cp, Ly, Lp, Uy, Up, Py, PB, [, X, U]
= Pivotea(k, r, XN, Xp, N, B, Cn,Cp, LN' LB! UN' UB' PN, pB)

5.- Mecanismo de supresion de restricciones superfluas y de variables y parametros
superfluos (Tablas 14 y 15):
[‘A/tl xBl Nr BI B—l’ bl CBI LB! UBI pB]

= Supresion(Foser, Foar N t, t*, m,xg, N, B, b, g, Ly, Ug, Pp)

t=t+1

Tabla 16: Algoritmo simplex KKT

En el algoritmo simplex KKT desarrollado en este trabajo de tesis, las variables y
parametros del problema de programacion lineal evolucionan en cada iteracion. La
evolucion sucede por actualizacion, pivoteo, supresion de restricciones, y supresion de
variables y parametros superfluos. La supresion es el proceso que modifica la dimension
del problema de programacién lineal, como se muestra en la tabla 20.

cy|cg ([N |B | b |Ly|Uy|Lg | Up| Py |DPp| Xy |Xp | N
Pivoteo J IV VY N A N A A
Supresién VY J |V J J |V

Tabla 17: Pardmetros y variablessujetos a pivoteo y supresion

En el segundo renglon de la tabla 20 se marcan las seis parejas de la expresion (42) de
cantidades no basica <> basica cuyos componentes k«»r son pivoteados. En el tercer
renglon se marcanlas variables y pardmetrosque estan sujetos a supresion. Todos los
parametros y variables basicos estan sujetos a supresion. La matriz N siendo matriz no
basica, se le suprimen solo sus renglones porque éstos son parte de una
restriccion.Solamente a la matriz B se le suprimen columnas y renglones, columnas por ser
matriz basica y renglones porque éstos son parte de una restriccion. La vecindad angular
N esta sujeta a supresion porque contabiliza las restricciones.
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De la tabla 20 notamos quehay cantidades que estdn sujetas tanto a pivoteo como a
supresion. Esta condicion parece una dificultadporqueel algoritmo simplex KKT de la tabla
19 primero realiza el pivoteo y después la supresion. La supresion de una columna "j" de B
y el pivoteo k¢»r.entre la k —ésima columna entrante de la matriz no basica N y la
r —ésinma columna saliente de la matriz basica B, no se traslapan. Solo se suprimen
columnas de Bpero no de N, por lo que el indice k no se toca en la supresion. Ademas, de
B se suprime una j —ésima columna que corresponde auna coordenadagj < 0, pero no se

suprime una columna que corresponda a una coordenada & > 0, por lo que el indice

rtampoco se toca en la supresion. Por tanto, el pivoteo y la supresién son operaciones que
se afectan una a la otra.

5.7 Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha desarrolla un nuevo algoritmo para el célculo eficiente del vértice
Optimo x* de un problema de programacion lineal a partir de un punto interior del politopo
de soluciones factibles. El algoritmo ha sido denotado como algoritmo simplex KKT porque
estd fundamentado en el concepto de cono Karush-Kuhn-Tucker (KKT). ElI cono KKT es
preservado en cada iteracion del algoritmo mientras se suprimen las restricciones
identificadas como superfluas.

El desarrollo del algoritmo simplex KKT ha estado motivado porque se ha observado una
gran cantidad de restricciones no atadas en los modelos de programacion lineal para
representar la sujecion por manos roboticas. La supresion de una buena cantidad de
restricciones no atadas reduce los tiempos de calculo lo que es deseable en aplicaciones en
tiempo real, como lo es la sujecién por manos roboticas Ademas, los trabajos reportados a
la fecha en identificacion de restricciones no atadas se han limitado a proveer sélo ideas y
conceptos fundamentales.

El algoritmo simplex KKT es resultado de la adaptacion del algoritmo simplex revisado
reportado por [Chvatal (1983)] al que se le han insertado procedimientos computacionales
gue reducen la complejidad de un problema de programacién lineal, por lo que el algoritmo
posee los atributos siguientes:

(1) Contiene el algoritmo de vértice frontera el cual incluye los mecanismos de variables
libres y de calculo del vértice frontera. Estealgoritmo posee las propiedades
siguientes: (i) acepta variables libres en forma directa sin usar métodos de conversion
a variables no negativas y (ii) calcula en "n" iteraciones un vértice en la frontera del
politopo de soluciones factibles a partir del origen de R™ en su interior, con la
propiedad adicional de que el vértice calculado esta angularmente cercano al veértice
optimo. Esta propiedad se explica porque el algoritmo usa la misma funcion objetivo
del problema de programacion que se esta resolviendo. Otra propiedad interesante del
algoritmode vértice frontera es que es similar al algoritmo de punto interior. Ambos
parten de un punto interior y generan trayectorias dirigidas por la funcion objetivo que
conducen a la solucion éptima. Un atractivo del algoritmode vértice frontera es que se
aproxima a la solucion éptima en solo "n" iteraciones, mientras que el algoritmo de
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(2)

(3)

(4)

punto interior resuelve problemas no lineales en cada iteracion. Dadas sus
propiedades, el algoritmode vértice frontera es aplicable a la solucién del problema de
analisis de sujecion por manos roboticas, el cual se modela mediante un problema de
programacion lineal de variables libres con el origen de R™ en el interior del politopo
de soluciones factibles.

Contiene dos mecanismos de identificacion de restricciones superfluas, es decir
restricciones redundantes y restricciones no atadas a la solucion oOptima. La
identificacién esta fundamentada en una clase de polarizacion de restricciones
causada por las siguientes cantidades polarizadoras: el gradiente Vf de la funcion
objetivo y el cono Karush-Kuhn-Tucker. La polarizacién fuerza a las restricciones a
agruparse en dos clases: (i) el conjunto de restricciones candidatas a delimitar el cono
KKT y (ii) el conjunto de restricciones que contiene algunas restricciones superfluas.
Las entidades sujetas a la polarizacion son todas las restricciones de un problema de
programacion lineal. ElI fendmeno de polarizacion sucede a través de cantidades
derivadas de las restricciones que son sensibles a la polarizacion: (i) Cos(ej),j =
1,---,my (i) .fj,j =1,---,m.Donde 6 es el angulo entre el gradiente Vh; de la

j —eésima restriccion y Vf, y g es la coordenada KKT. La polarizacion de

restricciones por medio de Cos(6) dio como resultado el mecanismo de

identificacion de restricciones superfluas por criterio angular. La polarizacion por
medio de la coordenadagj nos condujo al mecanismo de identificacion de

restricciones superflua por criterio de coordenadas.

En ambos mecanismos de identificacion de restricciones superfluas suceden
proyecciones ortogonales de vectores en el espacio R™ sobre el vector gradiente de la
funcidén objetivo. En el mecanismo por criterio angular se proyectan las gradientes de
cada restriccion. La informacion clave de estas proyecciones es el coseno del angulo
entre el vector a proyectar y el gradiente de la funcion objetivo. En el mecanismo por
criterio de coordenadas se usan las coordenadas generadas por el algoritmo simplex
KKT, las cuales son equivalentes a ciertas coordenadas sobre un eje alineado con el
gradiente de la funcién objetivo. Las coordenadas sobre este eje son las magnitudes
de las proyecciones ortogonales de vectores correspondientes a los puntos de cruce
del eje de coordenadas del algoritmo simplex con los hiperplanos de cada restriccion.
Aunque estas dos proyecciones son la idea clave de la polarizacion de restricciones,
no son del todo confiables por si mismas en la identificacion de restricciones
superfluas, es decir, no garantizan la condicion de superfluidad. Por esta razén cada
uno de estos mecanismos tiene un procedimiento adicional para corregir sus
deficiencias. EI mecanismo por criterio angular tiene el procedimiento de restitucion
de restricciones atadas, y el mecanismo por criterio de coordenadas tiene un
procedimiento de seleccion de las coordenadas negativas mas cercanas al origen.

Una ventaja sobresaliente del algoritmo simplex KKT sobre el algoritmo simplex
revisado es su eficiencia de célculo. La eficiencia se debe a la supresion de
restricciones identificadas como superfluas lo que repercute en la reduccion de la
dimension del problema original de programacion lineal. Es decir, la complejidad del
problema es reducida drasticamente durante la ejecucion del algoritmo.
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(5) El algoritmo simplex KKT es de aplicacion inmediata a la solucién del problema de
sujecién por manos roboticas, el cual sera abordado en el capitulo 6.En analisis de la
sujecion por manos roboticas modelada por medio de un problema de programacion
lineal se ha observado la existencia de una gran cantidad de restricciones superfluas
las cuales son causantes de los tiempos prolongados de calculo en esta clase de
problemas. Las restricciones superfluas encontradas en estos problemas son
eminentemente no atadas y rara vez redundantes. Los mecanismos desarrollados en
esta tesis solo polarizan todas las restricciones, identifica y suprime las redundantes
por criterio angular o de coordenadas, es decir no distinguen entre redundantes y no
atadas.
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Capitulo 5
Resultados Experimentales

Una mano robdtica, como la mostrada en la figura 1, es una cadena cinematica cerrada que
involucra contactos multiples con friccién entre objetos pasivos y estructuras mecéanicas
activamente coordinadas. La robustez, destreza y autonomia son atributos deseables en la
mano robotica. Aunque esta tecnologia ha sido investigada por tres décadas
aproximadamente los atributos referidos estan todavia en desarrollo en el laboratorio. No
hay actualmente aplicaciones industriales aunque sus aplicaciones potenciales se
encuentran en las areas de teleoperacion y telecirugia.

Fig. 1: The Shadow Dexterous Hand
© Copyright Shadow Robot Company Ltd.

Las manos roboticas humanoides se han desarrollado principalmente para imitar las
funciones de la mano humana y el area que las estudia se conoce como manipulacion
diestra [Venkataraman, S. T (1994), Mason, M. (2001)]. El andlisis de la sujecién es parte
de la manipulacion diestra y consiste en decidir si la sujecion definida por la geometria de
los contactos entre los dedos y el objeto a sujetar es estable. EI problema de la sujecion es
fundamental porque tiene que resolverse antes de la manipulacion. Una dificultad
enfrentada por la tecnologia de la mano robdtica es la falta de algoritmos eficientes para la
manipulacion diestra en general, incluyendo el analisis de la sujecion.
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En este capitulo se plantea la hipotesis de que el algoritmo simplex KKT puede resolver
eficientemente el problema de analisis de la sujecion por manos robdticas cuando es
modelado por un problema de programacion lineal.

El problema de programacion lineal que modela la sujecion ha sido desarrollado por Ding
Dan (2002) y posee las siguientes caracteristicas: (i) el problema esta definido en el espacio
R®, (ii) el origen de R® es punto interior del politopo de soluciones factibles lo cual implica
que el problema es de variables libres, (iii) un nimero razonable de restricciones usado en
el problema es del orden de 400, por lo que aparecerian 400-6 restricciones superfluas, es
decir, que la solucién del problema estaria determinada por s6lo 6 restricciones y que las
394 restantes estan de mas.

Por otro lado, el algoritmo simplex KKT posee las cualidades siguientes: (i) resuelve
problemas de programacion lineal en el espacio R™ en los que el nimero de restricciones es
mayor que "n", (ii) maneja variables libres, (iii) el origen de R™ puede ser punto interior
del politopo de soluciones factibles, (iv) migra desde el punto interior hasta un vértice en la
frontera del politopo en solo "n" iteraciones, (v) suprime masivamente restricciones
superfluas. El desarrollo del algoritmo simplex KKT estuvo motivado por el intento de
resolver eficientemente el problema de sujecién por manos robéticas, por lo que el

algoritmo esté disefiado a la medida del problema de analisis de la sujecion.

El contenido de este capitulo se presenta como sigue. En la seccion 1 se deriva un modelo
matematico de la sujecion por manos roboticas. En la seccion 2 se presentan tres criterios
para el analisis de la sujecion, basados en modelos lineales, de los cuales se elige el de
programacion lineal en la seccion 3. En la seccion 4 se presentan los resultados numéricos
para evaluar el desempefio del algoritmo simplex KKT en la solucion del problema de
programacion lineal de sujecion por manos roboéticas. En la seccidén 4 se presentan las
conclusiones del capitulo.
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5.1. Modelo de sujecién por manos roboticas

Considere la sujecion de un objeto regular por medio de cinco dedos cuyo esquema
simplificado se muestra en la figura 2.

f1 /r.flx 2
fiy indice
flz

Pulgar

~—_5

Mefiique

Fig. 2: Esquema simplificado de sujecion

Consideremos las suposiciones siguientes para la sujecion:

1.

6.

El objeto es rigido. Es decir, dos de sus particulas no cambian su posicion relativa ain
bajo la influencia de fuerzas o torques.

Los puntos de contacto entre los dedos y el objeto sujetado estan fijos. Es decir, la
fuerza f; = [fix, fiy, fiz]" que aplica el i — ésimo dedo nunca se hace cero.

Se transmiten fuerzas Unicamente desde cada dedo hacia el objeto y cada dedo no aplica
torque durante la sujecion.

Se supone un coeficiente de friccion en los puntos de contacto.

El movimiento del objeto se supone nulo para lo operacion de sujecion. Es decir, la
fuerza resultante F y el momento resultante M son nulos.

Todas las cantidades vectoriales estan referidas al centro geométrico C.

La fuerza f; genera dos reacciones en el objeto: un movimiento translacional causado por
la misma f;, y un movimiento rotacional causado por el momento angular r;xf; relativo al
centro geométrico C del objeto. La composicion de estas dos reacciones causadas se conoce
como wrench en el i —ésimo punto de contacto de dimension 6x1, el cual se denota como
w; Y Se expresa como sigue:
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Wi= r, xfl] [;lffll] = [;i]fia i=12,..5 (1)

Donde I es la matriz identidad de dimensidn 3x3 y S; es una matriz producto cruz asociada

al vector de posicion r; =[riy, 1y, 11,]" del i —ésimo punto de contacto:

0 —Tiz Tiy
Si=| 1z 0 —Tix
—Tl‘y Tix 0

El efecto resultante de los wrenches de los 5 dedos es la fuerza F 'y el momento angular M
mostrados en la figura 2, el cual se expresa como sigue:

wabwy b otwg = [F] @

Asumiendo que la fuerza F y el momento angular M son nulos el objeto quedaria inmovil
si se garantizara que la sujecion es estable. La ecuacion (2) se convierte entonces en la
ecuacion de sujecion con condicion de estabilidad pendiente de ser verificada:

W1+W2+"'+W5=O (3)

La fuerza f; = [fix, fiy, fiz]" en cada wrench w; debe satisfacer la restriccion impuesta por
la friccion durante el contacto del dedo con el objeto, la cual se expresa como sigue:

/fl-§+fi§Sufizdondey>0yfiz>0,i=1,2,...5 4)

Los componentes f;,, fi,, estan dispuestos sobre la superficie de contacto mientras que f;,
es perpendicular a la superficie como se muestra en la figura 2.

5.1.1 Formulacion del problema de sujecion
Dada la ecuacion sujecion:

W1+W2+"'+W5=O
sujeta a: 5)

fRHfE < ufiyu>0yf;; >0,i=12,..5

el problema de andlisis de la sujecion consiste en determinar si la sujecion es estable o no
es estable. La estabilidad de la sujecion dependera de que se satisfaga o no la restriccion no
lineal impuesta por la friccion y del posicionamiento de los contactos manifestado en cada
wrench w;. Notamos que el problema de sujecion (5) es no lineal.

Dado que 1> 0y f;, > 0, la restriccion dada en (5) define un cono en R3, llamado cono de
friccion en el i —ésimo contacto, el cual se denota como Jij(f) y se define como sigue:
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5 = ((foo fiy fia) | [ + &y S ttfizs 1> 0, fiz > 0) ©

Este cono puede ser linealizado por medio de un nimero m, de vectores d]@ de

discretizacion. El cono (6) linealizado se expresa entonces como la combinacion lineal
positiva siguiente:

mg
_N 040, 40
fi=) A0d®; 20 >, i=1,.5 (7)
=

5.1.2 Linealizacién del problema de sujecion

El numero m, de vectores de discretizacion puede ir desde 10 hasta 1000. Un numero
razonable es m; = 100, el cual usaremos como ejemplo. Cuando la combinacion lineal
positiva (7) se sustituye en cada wrench w; de (5) usando m,; = 100, se tendran 500
sumandos. Después de sustituir y reducir se obtiene una combinacion lineal positiva con la
estructura siguiente:

691 +692+ -+ 5009500 = 0 (8)

Donde g;,j = 1,...,500 son vectores unitarios en el espacio R® los cuales reciben el
nombre wrenches primitivos de contacto, y ¢; > 0 son coeficientes que satisfacen:

500

j=1

Notemos que (9) es una ecuacion de convexidad por lo que (8) es una combinacion lineal
convexa. Notemos también que la combinacion lineal convexa (8) con 500 sumandos es
equivalente al problema no lineal dado en (5) de solo 5 sumandos. El problema no lineal se
ha convertido en un problema lineal de dimension expandida. La no linealidad ha sido
eliminada en (5) por lo que el modelo linealizado (8) se conoce como modelo de sujecion
de cono embebido.

Toda vez que los puntos de contacto han sido elegidos, los vectores g;,j = 1,...,500
guedan determinados. Por tanto, la informacion de la estabilidad de la sujecién queda
concentrada en los coeficientes ¢;,j = 1, ...,500. Si los coeficientes satisfacen la condicion
de convexidad (9) la sujecion es estable. Si los coeficientes no satisfacen esta condicion, la
sujecion es no estable y habrd que reposicionar los puntos de contacto, lo cual implica
generar otro conjunto de vectores g; para intentar satisfacer la condicion. Notar que la
verificacion de la estabilidad de sujecion solo requiere que ¢; > 0 para todo j, la expresion
de convexidad (9) es solo una forma de explicar la estabilidad.
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5.2 Criterios de analisis de la sujecidn

5.2.1 Verificacion de la estabilidad por positividad

Dado el sistema de ecuaciones lineales dado en (8) y que se reescribe enseguida:

6191+ 692+ +€5009500 = 0 (10)
sujetoa ¢ > 0

donde g;,j = 1,..500 son wrenches primitivos de contacto en el espacio Réye,j=

1,...500 son coeficientes estrictamente positivos, el problema de analisis de la sujecion
consiste en determinar si la sujecidn es o no es estable por medio de la verificacion de la
condicion de positividad de los coeficientes ¢ > 0.

5.2.2 Verificacion de la estabilidad por cascos convexos

Los wrenches primitivos de contacto g;,j = 1,...500 son vectores unitarios y definen un
casco convexo H(G),G={g1,92 --.gs00} €N el espacio RS. Luego, decir que los
coeficientes ¢;,j = 1, ... 500 son estrictamente positivos es equivalente a decir que el origen
de R® sea punto interior del casco convexo. Por tanto, otra forma de verificar la estabilidad
de la sujecion es por verificacion de que el origen de R® sea punto interior H(Q).

5.2.3 Verificacion de la estabilidad por rayo emisor

El hecho de que el origen 0 de R® sea punto interior del casco convexo H (V) puede ser
verificado por medio del concepto de rayo emisor. Para ejemplificar estos conceptos
consideremos un punto p en el interior de H(G) = R? como se muestra en la figura 3.

X A
z p
. H(Q)
0 >
X1

(b)

Fig. 3: Criterio de rayo emisor
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Consideremos un rayo que parte de p y se hace pasar por el origen de R? como se muestra
en la figura 3. Dado que p estd en el interior del casco convexo H(G), el rayo debe
intersectar la frontera del casco en un unico punto q. Luego el criterio del rayo emisor
consiste en verificar las relaciones siguientes:

Si pq > pO entonces 0 eH (V), lo que implica sujecion estable
- 11
Si pq < pO0 entonces 0 H (V), lo que implica sujecién no estable (1)

Donde pq es el segmento desde el punto p hasta el punto g, y p0 es el segmento desde el
punto p hasta el origen de R2.

5.2.4 Verificacion del criterio del rayo emisor

La comprobacion del criterio del rayo emisor especificado en (11) solo necesita del
conocimiento de los puntosp vy q.

Notamos que el punto interior p del casco convexo H(G) se puede calcular por medio de la
relacion de convexidad de los vectores de G={g1, g2, ---, 9500}:

500
p= Z a;g; (12)
j=1
Donde:
500 1
Zaj=1, a]:% (13)

[y

j=

Es decir, el célculo del punto interior p por medio de (12) es un simple promedio de los
vectores de G={g1, 92, ---,» 500} que definen el casco convexo H(G).

Sin embargo, el célculo del punto q de cruce del rayo emisor con la frontera del casco
convexo H (@) no es tan simple. Este punto puede ser calculado por medio de la solucion de
un problema de programacion lineal, como sera explicado mas adelante. EI problema de
programacion lineal necesitado serd establecido a través de la dualidad entre cascos
convexos y politopos convexos.
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5.3 Analisis de la sujecion por programacion lineal

El problema de célculo del punto q de cruce del rayo emisor con la frontera del casco
convexo H (@) puede ser transformado a un problema de programacion lineal por medio de
la dualidad entre cascos convexos y politopos convexos.

5.3.1 Transformaciéon de dualidad

Se obtiene un politopo convexo £(¢) a partir del casco convexo H(G). Consideremos un
wrench primitivo de contacto g, €G. El vector unitario g, eR® define un hiperplano h(gy)
por medio de la siguiente transformacion, conocida como transformacion de dualidad:

h(gy) = {xeR® |gtx = 1}, ke[1,+,500] (14)

Todo vector g, es ortogonal a su hiperplano h(g;). Asociado al hiperplano h(gy) existe
un semiespacio E(gy) definido como:

E(gy) = {xeR® |gkx <1}, ke[1,--,500] (15)
El politopo #(G) se determina por tanto como la interseccion de todos estos semiespacios:
P(Q@) = E;nE; N+ MEsgg (16)

Sea v; el j —eésimo vértice del politopo #(§) y sea h(v;) su correspondiente hiperplano.

A

X3

Esfera unitaria

7

Fig. 4: Dualidad entra cascos convexos H (@) y politopos convexos £(§)
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5.3.2 Especificacion de un hiperplano respecto de la esfera
unitaria

Una propiedad de la transformacion de dualidad (14) es que el vector unitario g es
mapeado al hiperplano h(g) posicionado a una distancia 1/||g|| en las formas siguientes:

(i) Si g cae en la superficie de la esfera entonces h(g) es tangente a la esfera.
(if) Si g cae en el interior de la esfera entonces h(g) cae fuera de la esfera.
(iii) Si g cae en el exterior de la esfera entonces h(g) cae dentro de la esfera.

Por ejemplo, el punto g, de la figura 4 cae en la superficie de la esfera y su hiperplano
h(gy) es por tanto tangente a la esfera. Sin embargo, el punto v; que cae en el exterior de

la esfera posiciona su hiperplano h(v;) a una distancia 1/||v;|| cortando por tanto el
interior de la esfera como se muestra en la misma figura 4.

5.3.3 Propiedad de dualidad entre cascos y politopos

Un vértice vertice g, del casco convexo H(G) define un hiperplano h(gy) del politopo
J(G), o bien un hiperplano h(gy) #(§) define un vértice g, de H(G) como se muestra en
la figura 4. Por el contrario, un vertice v; del politopo #(¢) define una hiperplano (cara)
h(v;) del casco convexo H(G), o bien, un hiperplano h(v;) de H(§) define un vértice v;
de 2(@) como se muestra en la misma figura 4. Es decir, el politopo #(¢) es dual al casco
convexo H (@) por medio de la transformacion de dualidad dada en (14).

5.3.4 Funcién objetivo para un politopo

Dado un rayo emisor que parte de un punto p que pasa por el origen de R", es posible
definir un vector ¢ en la direccion del rayo como se muestra en la figura 4 para el caso de
R?. El vector ¢ puede ser propuesto como el siguiente vector unitario:

__P (17)
lIpl]

De la figura se puede notar que el punto g requerido para verificar el criterio de rayo
emisor definido en (11) se puede calcular por la interseccion del rayo con el hiperplano
h(v;), y que el plano h(v;) puede ser determinado por el vértice v; del politopo #(G). Por
tanto, el problema pendiente de ser resuelto es calcular un vértice v; de #(¢) por medio de
un problema de programacion lineal cuyo vector de costos es el vector unitario c.

c

5.3.5 Problema de programacion lineal

Dado el vector unitario ¢ y el politopo £(@), un vértice v; del politopo puede ser calculado
por medio del siguiente problema de programacion lineal:

maximizar f(x) = cTx
X
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subjeto a: grx < 1,ke[1,-+,500] (18)

Donde el vector de costos ¢ estd dado en (17) y las restricciones estan dadas por los
semiespacios de £(@) definidos en (15). Dado que el lado derecho de las desigualdades es
estrictamente positivo, el origen de R® es punto interior del casco convexo H(G) y por tanto
del politopo convexo $(@). Por consiguiente las variables de decision del problema son
variables libres.

5.3.6 Solucion al problema de sujecion

El problema de programacion lineal calcula el veértice v; del politopo #(G). Por la
transformacion de dualidad (14), el hiperplano correspondiente v; esta dado por

h(v;) = {xeR® [vjx =1} (19)

Como se aprecia en la figura 4, el rayo emisor esta especificado por el vector de costos c, es
decir, el rayo y el vector ¢ estan en la misma direccion. Por tanto el punto de interseccion q
del rayo con el hiperplano h(v;) se calcula por medio de la siguiente ecuacion:

1 (20)
1= 7c°

Comprobemos esta formula: dado que g pertenece al hiperplano h(v;) se satisface:
vig=1 (21)
Porque el vector q esta en la direccion del vector unitario ¢ se tiene:

q = |lqllc (22)

Sustituyendo (22) en (21) se obtiene:
vjllgllc = 1 (23)
De donde se tiene:

1 (24)

gl = =
Tc

Sustituyendo (24) en (22), se tiene el resultado (20).

El problema de sujecion por manos roboticas se resuelve por medio del siguiente algoritmo,
el cual incluye la solucion del problema de programacion lineal.
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DATOS DE ENTRADA: El conjunto de wrenches primitivos de contacto:
G={91.92, -, 9500}

CALCULOS: Ejecutar la siguiente secuencia de pasos:

1. Calcular el punto interior del casco convexo H () por medio de (12):

500

P=500L.9
j=1

2. Dado p calcular el vector de costos ¢ por medio de (17):
e P
lIpll
3. Dados cy el conjunto de wrenches primitivos de contacto ¢, calcular el vertice v;
del politopo #(¢) por medio del problema de programacion lineal (18):
maximizar f(x) = cTx
X
subjeto a: gpx < 1,ke[1,-+-,500]

4. Dado el vertice v; especificar su correspondiente hiperplano h(v;) para calcular el
punto de interseccion q del rayo emisor con el hiperplano h(v;) por medio de (20):

1
q=—7¢
ic

5. Dados los puntos p y q, el criterio del rayo emisor dado en (11) puede ser probado
para determinar si la sujecion es o no es estable:
Si pq > pO entonces 0 eH (V), lo que implica sujecion estable
Si pq < pO entonces 0 H (V), lo que implica sujecion no estable

Tabla 1: Algoritmo para analisis de la sujecion por manos robéticas.
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5.4 Resultados experimentales

Como se puede apreciar del algoritmo de la tabla 1 para analisis de la sujecién por manos
robdticas, los pasos 1 y 2 son muy simples pero necesarios. En el paso 5 se resuelve el
problema de anélisis de la sujecion, el cual es también relativamente simple. Sin embargo,
el paso 3 es el mas costoso en tiempo da célculo porque resuelve un problema de
programacion lineal. Por tanto, en este capitulo sélo se resolverd el problema de
programacion lineal que modela la sujecion por manos roboticas. En este capitulo se
presentaran resultados acerca de la cualidad de supresion masiva de restricciones superfluas
del algoritmo simplex KKT, asi como la evolucion de la reduccion de la complejidad del
problema de programacion lineal mientras el algoritmo calcula vértices en la frontera del
politopo de soluciones factibles.

5.4.1 Condiciones de experimentacion
Los experimentos que se presentaran aqui se realizan con las siguientes suposiciones:

(i) Lasujecion es por medio de cuatro dedos.
(if)  Se usa un coeficiente de friccion # = 0.5 en cada punto de contacto.

(iif) Un cono de friccion en cada punto de contacto puede ser discretizado con 5
vectores y hasta 200 vectores de linealizacion.

(iv) Los problemas de programacion lineal de la clase (18) pueden tener por tanto
desde 20 hasta 800 restricciones:

maximizar f(x) = cTx
X
subjeto a: gix < 1,ke[1,-++,800]

(v) La combinacion de las dos clases basicas de supresiones de restricciones
superfluas producen una tercera. Las tres clases son las siguientes:
O Supresion por criterio angular
0 Supresion por criterio de coordenadas
0 Supresion por la accion conjunta del criterio angular y del criterio de
coordenadas.
(vi) Se eligen cuatro problemas de programacion lineal con numero de restricciones de
80, 200, 400 y 800 para evaluar el desempefio del algoritmo simplex KKT.

Comparacién del desempefio del algoritmo simplex KKT con el algoritmo simplex clésico.
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5.4.2 Supresion de restricciones superfluas por criterio angular

En la figura 5 se presenta la evolucién de la dimension "m" en cada iteracion "t" de cada
uno de los cuatro problemas de programaciéon lineal causada por la supresion de
restricciones superfluas basada en el criterio angular. Estos problemas son de la clase de
problemas de programacion lineal dados en (18) los cuales modelan la sujecion por manos
roboticas. Los problemas tienen diferente nimero de restricciones, diferentes funciones
objetivo y diferentes restricciones. Como se muestra en la figura, los numeros de
restricciones con los que inicia cada problema son: 80, 200, 400 y 800.

1000

800 —
Dimensién

llmtll 600 |

400 —

200 —

Iteraciones "t"

Fig. 5: Evolucidn de la dimension de cuatro problemas de programacion
lineal debido a la supresidn por criterio angular.

Como se observa en la figura, la supresion por criterio angular sucede una sola vez. La
supresion sucede en la iteracion t = t* + 1 con t* = 6 en los problemas con dimension
inicial de 80, 200 y 400. Sin embargo, en el problema con dimensién inicial de 800 la
supresion sucede en t = t¥* + 2.

En la figura se observa una reduccion en la dimension de cada problema del 20%
aproximadamente. Esto significa que en el problema con 800 restricciones se suprimieron
160 restricciones superfluas aproximadamente. Como se vera en las otras dos clases de
supresion de restricciones, estos nimeros son mejorables.
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5.4.3 Supresién de restricciones superfluas por criterio de
coordenadas

En la figura 6 se muestra la evolucion de las dimensiones de los cuatro problemas de
programacion lineal. Como se observa en la figura, el cambio en la dimension de cada
problema es debido a la aplicacion del criterio de coordenadas a partir de la iteracion
t = t* + 1 para los problemas con nimero de restricciones 80, 200 y 400, y t = t* + 2
para el problema con nimero de iteraciones de 800.

1000

800
Dimensién
"m n
t 600
400
200

0 10 20 30 40 50
Iteraciones "t"

Fig. 6: Evolucion de la dimension de cuatro problemas de programacion
lineal debido a la supresion por criterio de coordenadas.

Los cambios de dimension mostrados en la figura 6 no son uniformes. Esto significa que
solo en algunos Vvértices del politopo se suprimen restricciones. En la figura se observa una
reduccion global en la dimensién de cada problema del 50% aproximadamente. Esto
significa que en el problema con 800 restricciones se suprimieron alrededor de 400
restricciones superfluas.

Se puede decir por tanto que el método de supresion de restricciones superfluas basado en
el criterio de coordenadas suprime masivamente esta clase de restricciones.
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5.4.4 Supresién de restricciones superfluas por criterios angular y
de coordenadas

Analicemos ahora la accion conjunta del criterio angular y del criterio de coordenadas.

1000
800

Dimensién
my 600
400
200

Iteraciones "t"

Fig. 7: Evolucién de la dimensién de cuatro problemas de programacion lineal
debido a la accion conjunta del criterio angular y del criterio de coordenadas.

El comportamiento de las dimensiones al final de cada curva de la figura 7 es similar al
comportamiento de las de la figura 6. Por cierto, el numero de iteraciones en que se alcanza
la solucion Optima es exactamente el mismo en las dos figuras. Sin embargo, hay una
diferencia muy importante entre ambas figuras: el cambio substancial en la dimension de
cada problema a partir de t = t* + 1. El problema de 800 restricciones inciales observa un
cambio de 800 a 600 aproximadamente en la figura 6, mientras que en la figura 7 el cambio
es de 800 a 500 aproximadamente.

Estos cambios bruscos son importantes porque significa que el problema ha reducido su
dimension de tal forma que el algoritmo tendrd menos esfuerzo computacional a partir de
t = t¥ + 1, como sucede en la figura 7.
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5.4.5 Comparacion de métodos de supresion con el problema de
400 restricciones

Se toma como ejemplo el problema de 400 restricciones para contrastar las cualidades de
los tres métodos de supresion de restricciones superfluas como se muestra en la figura 8.

500 —

450 -

- T T T T T

) . 400
Dimension
m 350

Algoritmo siimplex: revisa:1d0

300

250

200

150

100

50

Iteraciones "t"

Fig. 8: Comparacion de los cambios de dimension por medio de los tres criterios de
supresion de restricciones superfluas respecto del algoritmo simplex revisado

El método por criterio angular realiza un buen trabajo, sin embargo éste es mejorado por el
método del criterio de coordenadas. EI método de criterios combinados parece similar al
método por criterio de coordenadas. EI combinado sin embargo, es superior porque realiza
una supresion masiva en la iteracion ¢ = t# + 1 lo que reduce la carga computacional del
algoritmo a partir de esta iteracion.
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5.4.6 Andlisis de la complejidad del problema de 400 restricciones

La evolucion de las dimensiones de los cuatro problemas de programacion analizados
previamente, dan cuenta de las cualidades del algoritmo simplex KKT. Sin embargo, la
mejor medida del desempefio del algoritmo es la evolucion de complejidad. La medida
normalizada de complejidad p, del algoritmo por la supresion de restricciones se precisara

mas adelante en esta seccion.

En la figura 9 se contrastan las complejidades o, del algoritmo simplex KKT en la solucion

de un problema de programacién lineal de 400 restricciones cuyas correspondientes curvas
son distintas por causa de las tres clases basicas de supresion de restricciones superfluas:
por criterio angular, por criterio de coordenadas y por accion conjunta de éstas.

1.2

0.8
Complejidad

Py

I
Algoritmo simplex revisado

0.6

0.4

— 0.2607
0.2

Angg nOOODOODoUD L 0.0219
0 5 10 15 20 25 30 35

Iteraciones "t"

Fig. 9: Complejidades normalizadas de los tres criterios de supresion de restricciones
superfluas comparada con la del algoritmo simplex revisado

Como se aprecia en la figura 9, el método de supresion por criterio angular es muy bueno
por la reduccion final de la complejidad al 26.07%. Sin embargo, el método basado en la
accion conjunta de los criterios, angular y de coordenadas, es superior por el drastico
decrecimiento de la complejidad al 2.19% debido a la correspondiente reduccién de la
dimension del problema.
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El algoritmo simplex KKT que usa el método de supresion angular y por coordenadas
reduce drasticamente la complejidad del problema de programacion bajo estudio. La figura
9 muestra la complejidad normalizada p, producida por el algoritmo simplex KKT en

comparacion con la complejidad del algoritmo simplex revisado.

La complejidad p, normalizada del algoritmo simplex KKT se definira como el cociente de
la complejidad C; del problema de programacion lineal determinada por el namero "m," de
restricciones que varia en cada iteracion "t" y la complejidad C,, del problema de
programacion lineal determinada por el nimero fijo "m" de restricciones:

Ce
_ -t 25
P=C (25)
Donde las complejidades C; y C,, estan dadas por sus definiciones usuales [Hillier (2001)]:
my + 6
=" )
my
(26)
m+6
Cm = ( m )

Para el problema de programacion lineal de 400 restricciones que se estd analizando se
tiene m = 400 y m; < 400. Los valores de m; se muestran en las curvas de la figura 8.
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5.5 Conclusiones del capitulo

En este capitulo se comprobo que el algoritmo simplex KKT resuelve eficientemente el
problema de analisis de la sujecidén por manos roboéticas cuando esta es modelada por medio
de un problema de programacion lineal, lo cual se explica por el hecho de que su eficiencia
computacional es superior a la del simplex revisado.

Se revisO el procedimiento de sujecion por manos robdticas presentado por Ding Dan
(2002) para andlisis de la sujecidn, el cual incluye un problema de programacion lineal en
uno de sus pasos. Solo se expusieron resultados numéricos acerca de la solucion del
problema de programacion lineal porque es el paso computacionalmente mas costoso del
procedimiento de sujecion.

El desempefio del algoritmo simplex KKT en cuanto a complejidad es superior al del
algoritmo simplex revisado. Esta conclusion se apoya en dos resultados numericos: (1) la
reduccién de la dimensién del problema de programacion lineal debido a la supresion
masiva de restricciones superfluas, y (2) por la reduccion de la complejidad del problema
de programacion lineal causada por la reduccion en dimension. El desempefio del algoritmo
simplex KKT se ve mejor reflejado por medio de la reduccién en la complejidad que por la
reduccién en dimensién porgue la complejidad es la que mide el esfuerzo de computo para
procesar la matriz basica de dimension variable.

El atractivo principal del algoritmo simplex KKT estd basado en dos procedimientos: la
identificacion y la supresion de restricciones superfluas. La identificacion por criterio de
coordenadas no agrega costo de computo porque solo se revisan los signos de coordenadas
que de por si son generadas por el algoritmo simplex revisado. La identificacion por criterio
angular agrega un costo de computo en la revision de los signos de los componentes de un
arreglo unidimensional, arreglo que se calcula antes de iniciar la ejecucion del algoritmo.
La supresion de restricciones sin embargo, tiene un costo computacional porque se
suprimen renglones y/o columnas de matrices y vectores. Dado que la supresion mueve
blogues de datos en matrices y vectores, los tiempos consumidos por la supresion podrian
ser reducidos por medio de una tecnologia apropiada de computo.

Los métodos de supresion desarrollados en esta tesis no distingue entre restricciones
redundantes y no atadas, simplemente suprimen las restricciones superfluas que son
identificadas. Los métodos de supresion presentados aqui contrastan con otros métodos
como el del criterio del renglon que solo identifica restricciones redundantes.
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Capitulo 6

Conclusiones Generales y Trabajos
Futuros

6.1 Conclusiones generales

In this paper a methodology based on the identification of sets of superfluous constraints is
proposed in order to improve the efficiency of the Simplex algorithm in solving the linear
programming problem that models the grasping analysis with four fingers of a robotic hand
in 3D space. The proposed methodology is summarized in the KKT Simplex method which
was derived by aggregating to the revised Simplex method the following two methods:

En esta tesis se ha desarrollado una nueva metodologia basada en la identificacion de
restricciones superfluas para mejorar la eficiencia del algoritmo Simplex en la solucion de
problemas de programacion lineal que modelan la sujecion por cuatro dedos de una mano
robdtica en el espacio 3D.

Los dos métodos de identificacion de restricciones superfluas desarrollados en esta tesis
estan fundamentados en el concepto clave de polarizacién de las restricciones. El fenémeno
de polarizacion es establecido por el gradiente de la funcién objetivo y por el cono Karush-
Kuhn-Tucker. El cono es preservado en cada accion de supresion de restricciones mientras
las restricciones son organizadas a través de variables derivadas de ellas que son sensibles a
la polarizacion.

El desempefio del algoritmo simplex KKT se manifestd en la solucion de una clase de
problemas de programacién para la sujecion por manos roboticas. Como es reportado en los
resultados numéricos, el algoritmo logra una reduccién substancial en la complejidad del
problema en virtud de la supresién de restricciones superfluas.

En los mecanismos de identificacion de restricciones superfluas suceden proyecciones
ortogonales de vectores en el espacio R™ sobre el vector gradiente de la funcion objetivo.
En el mecanismo por criterio angular se proyectan las gradientes de cada restriccion. La
informacidn clave de estas proyecciones es el coseno del &ngulo entre el vector a proyectar
y el gradiente de la funcion objetivo. En el mecanismo por criterio de coordenadas se usan
las coordenadas generadas por el algoritmo simplex KKT, las cuales son equivalentes a
ciertas coordenadas sobre un eje alineado con el gradiente de la funcién objetivo. Las
coordenadas sobre este eje son las magnitudes de las proyecciones ortogonales de vectores
correspondientes a los puntos de cruce del eje de coordenadas del algoritmo simplex con
los hiperplanos de cada restriccion. Aunque estas dos proyecciones son la idea clave de la
polarizacion de restricciones, no son del todo confiables por si mismas en la identificacion
de restricciones superfluas, es decir, no garantizan la condicion de superfluidad. Por esta
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razon cada uno de estos mecanismos tiene un procedimiento adicional para corregir sus
deficiencias. EI mecanismo por criterio angular tiene el procedimiento de restitucion de
restricciones atadas, y el mecanismo por criterio de coordenadas tiene un procedimiento de
seleccidn de las coordenadas negativas mas cercanas al origen.

Se asegura que la metodologia propuesta es también robusta en la identificacion de
restricciones superfluas, y por tanto en la solucion del problema de programacion lineal que
modela la sujecion por manos robdticas. Si la identificacion estuviera basada solo en los
signos negativos de las coordenadas, la reduccion del tamafio del problema alcanzaria el
80%. Pero la preservacion del cono KKT produce una reduccion al 50%. Es decir, la
eficiencia es sacrificada para asegurar robustez.

Una propiedad sobresaliente del método Simplex KKT es la preservacion del cono KKT a
pesar de la supresion de restricciones. Esta preservacion sugiere nombrar el método como:
KKT Simplex method. Ya que la identificacion y supresion de restricciones superfluas estan
basadas en las coordenadas negativas, muchas restricciones superfluas persisten entre los
conjuntos residuales de restricciones debido a que estas no pueden ser detectadas como
superfluas como resultado de los signos positivos de sus coordenadas.

6.2 Trabajos futuros

Se encontr6 que el método de identificacion de restricciones superfluas por criterio de
coordenadas tiene que ser sintonizado para seleccionar el conjunto correcto de restricciones
candidatas a ser suprimidas, aquellas cuyas coordenadas negativas mas estan cercanas al
origen. Debido a la supresion de restricciones de coordenadas negativas en un Vértice,
habra menos restricciones de coordenadas negativas que suprimir en los siguientes vértices.
Por tanto, el conjunto de restricciones a ser suprimidas serd& menor, por lo que la
sintonizacion debe ser adaptada convenientemente en cada iteracion. Por tanto, como
trabajo futuro se propone explorar un método de sintonizacion adaptativo que garantice un
maximo numero de restricciones identificadas como superfluas.

El algoritmo simplex KKT disefiado en esta tesis parte de un punto interior del politopo
convexo de soluciones factibles para arribar a un vértice en la frontera del politopo en "n"
iteraciones simplex. Una propiedad interesante del veértice frontera es que fue calculado en
la direccion del gradiente de la funcion objetivo por el vértice fue seleccionado en cierta
vecindad del vértice 6ptimo, como fue expuesto en el ejemplo del capitulo 3. A partir del
vértice frontera comienza la identificacion de las restricciones superfluas por lo que los
calculos se aceleran debido a la reduccion de la dimension del problema. Por tanto, el
algoritmo simplex KKT podria ser comparado con el método de punto interior, el cual
también parte del interior del politopo siguiendo una trayectoria por su interior hacia el
Optimo. Se propone como trabajo futuro explorar esta comparacion.
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Se propone también explorar el comportamiento del politopo de soluciones factibles
durante la eliminacion de restricciones. Es decir, existe la posibilidad de convertirse en un
conjunto no acotado.

Se propone exportar el concepto de polarizacion de restricciones a los métodos heuristicos.
Es decir, las restricciones clasificadas en candidatas a delimitar el cono Karush-Kuhn-
Tucker y las candidatas a ser suprimidas podrian ser procesadas convenientemente por los
algoritmos heuristicos.

Las proyecciones ortogonales de ciertas cantidades vectoriales sobre un eje alineado con el
gradiente de la funcion objetivo resultaron Utiles porque estas proyecciones facilitaron la
polarizacién de restricciones en dos clases. Se propone explorar ain mas la relacion de
estas proyecciones con los conos de factibilidad y de mejora que tienen que ver con la
solucion éptima.
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