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R e s u m e n 

En la modelación de procesos robóticos se necesita ejecutar algoritmos en el mínimo 
tiempo de manera que se disponga de decisiones oportunas y óptimas para dirigir los 
movimientos de componentes mecánicos del robot.  

El tema central de esta tesis es el diseño de una nueva metodología basada en la 
identificación de restricciones superfluas para resolver eficientemente un problema de 
programación lineal que modela la sujeción de un objeto rígido por medio de manos 
robóticas de cuatro dedos.  

En la formulación de un problema de programación lineal para el análisis de la sujeción por 
manos robóticas aparece una gran cantidad de restricciones no-atadas en la solución 
óptima. Si algunas de estas restricciones pudieran ser suprimidas, la dimensión del 
problema sería disminuida y el esfuerzo computacional reducido. Los métodos comunes 
para la identificación de restricciones no-atadas no son confiables en la práctica debido al 
cómputo excesivo requerido para su implementación. En esta tesis se desarrolla una nueva 
metodología para identificar restricciones superfluas, redundantes y no-atadas, y en 
consecuencia para mejorar la eficiencia del algoritmo Simplex en la solución de un 
problema de programación lineal para análisis de la sujeción. Se proponen dos métodos 
complementarios para identificar restricciones superfluas por medio de proyecciones 
ortogonales sobre el gradiente de la función objetivo, uno de ellos se ejecuta antes de que 
comience el algoritmo Simplex y el otro se ejecuta mientras el algoritmo evoluciona. El 
método Simplex que será desarrollado en esta tesis se nombra como método Simplex KKT 
porque preserva el cono Karush-Kuhn-Tucker mientras las restricciones superfluas son 
suprimidas. El método Simplex KKT se obtiene por agregación de los procedimientos 
computacionales requeridos al conocido método Simplex revisado. Los resultados 
experimentales sobre problemas primales de programación lineal para análisis de la 
sujeción muestran un decrecimiento monotónico de la dimensión del problema, alcanzando 
una reducción global por arriba del 50%.  
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R é s u m é 

Modeling robotic processes requires the execution of algorithms in the minimum time in 
order to make timely and optimum decisions to lead the movement of the mechanical 
components of the robot. 

The main subject of this thesis is the design of a new methodology based on the 
identification of superfluous constraints to efficiently solve a linear programming problem 
that models the grasp of a rigid object by means of robotic hands of four fingers.  

In formulating a linear programming problem for grasping analysis of robotic hands there 
appears many nonbinding constraints at the optimal solution. If some of these constraints 
could be suppressed, the dimension of the problem would be decreased and the 
computational effort reduced. Common methods for identification of nonbinding 
constraints are not guaranteed in practice because of the excessive computations required to 
implement them. In this paper a new methodology is introduced to identify superfluous 
constraints, nonbinding and redundant, and consequently to improve the efficiency of the 
Simplex algorithm in solving a linear programming problem for grasping analysis. Two 
complementary methods are proposed to identify superfluous constraints by orthogonal 
projections onto the gradient of the objective function, one of them performs before the 
Simplex algorithm starts and the other performs while the algorithm progresses. The 
Simplex method that will be developed in this paper is named as the KKT Simplex method 
because it preserves the Karush-Kuhn-Tucker cone while superfluous constraints are 
suppressed. The KKT Simplex method is obtained by aggregating the required 
computational procedures into the well-known revised Simplex method. Numerical 
experiments on primal linear programming problems for grasping analysis show a 
monotonic decreasing of the problem dimension, reaching a global reduction higher than 
50%.  
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Capítulo 1 

Introducción 

Optimización es un concepto que se refiere a un principio que se encuentra en los 
fundamentos de análisis de problemas de decisión para la supervivencia y la evolución. La 
optimización es parte de toda actividad de los sistemas biológicos, desde las formas de vida 
más simples, como lo es la bacteria Escherichia Coli que detecta azúcar y la alcanza 
dirigiendo el movimiento de sus propulsores, hasta las complejas actividades del homo 
sapiens. En las últimas décadas se han desarrollado metodologías de optimización que 
permiten al ser humano solucionar problemas tecnológicos complejos. Muchos problemas 
ya han sido organizados en clases con sus correspondientes métodos de solución. La 
optimización trata los aspectos teóricos y computacionales de los programas matemáticos, 
como la programación lineal, la programación no lineal, la programación convexa, la 
programación entera, entre otras. En esta tesis se tratarán solamente modelos de 
programación lineal.  

La manipulación por manos robóticas requiere de planteamientos de problemas de 
optimización. En particular, se ha observado en problemas de sujeción por manos robóticas 
la necesidad de determinar una decisión de sujeción en tiempos reducidos por razones de 
operación en tiempo real. Se ha reportado en la literatura que un modelo computacional 
apropiado para esta aplicación es la programación lineal. Los resultados de solución 
publicados a la fecha con este método son razonables pero, como se mostrará en este 
trabajo de tesis podrán ser mejorados substancialmente. Se ha observado también que el 
modelo de programación lineal para sujeción por manos robóticas exhibe una gran cantidad 
de restricciones no atadas. Si gran parte de estas restricciones pudieran ser identificadas y 
suprimidas, se reduciría la dimensión del problema de programación lineal y los tiempos 
para determinar la decisión de sujeción serían también reducidos. En esta tesis se propone 
una nueva metodología basada en la identificación de restricciones superfluas, redundantes 
y no atadas, para mejorar la eficiencia del método Simplex. La identificación se logra por 
medio de variables obtenidas por proyección ortogonal de vectores asociados a las 
restricciones del modelo de programación lineal.  

Este capítulo está organizado como sigue: La sección 1 presenta una revisión de los 
trabajos previos al presentado en esta tesis acerca de los métodos para mejorar la eficiencia 
del método Simplex. En la sección 2 se formula el problema de programación lineal que se 
abordará en esta tesis. En la sección 3 se presentan los objetivos y en la 4 los alcances y 
limitaciones de la tesis. En la sección 5 se expone la organización de esta tesis.  

 



2 
 

1.1 Trabajos previos en mejora de la eficiencia del 
método Simplex  

Se han realizado grandes esfuerzos para mejorar la eficiencia de solución de un problema 
de programación lineal después de la aparición del método Simplex de Dantzig [Dantzig 
1983, Dantzig et al. 2003]. El algoritmo de punto interior desarrollado por Karmarkar 
(1984) supera al algoritmo Simplex en problemas grandes de programación lineal. El 
algoritmo del elipsoide de Khachian [Khachiyan 1979; Bland et al. 1981] fue establecido 
para resolver problemas de programación lineal en tiempo polinomial. A pesar de estos 
grandes avances, existen investigaciones en desarrollo para mejorar la eficiencia del 
algoritmo Simplex por medio de un apropiado procesamiento de las restricciones del 
problema de programación lineal. Por tanto, en esta sección se revisará las investigaciones 
previas basadas en tres métodos diferentes que mejoran la eficiencia del algoritmo Simplex: 

a) Criterio angular 
b) Identificación de restricciones redundantes 
c) Identificación de restricciones no atadas 

1.1.1 Criterio angular 

La idea principal del criterio angular es procesar con preferencia las restricciones cuyos 
gradientes son vecinas angulares del gradiente de la función objetivo.  

Trigos-Salazar et al. (2002, 2005) introdujo el Simplex Cosine Method, el cual alcanza 
eficientemente la solución óptima en la solución de problemas libres de redundancias. 
Corley et al. (2005) desarrolló el Cosine Simplex Algorithm, el cual tiene un buen 
desempeño en la solución de problemas de programación lineal con un número de 
restricciones no mayor a diez. Junior et al. (2005) sugiere como base inicial para arrancar el 
algoritmo Simplex un vértice que es más cercano al vértice óptimo que la base canónica; 
Junior reporta una eficiencia del orden del 33% cuando su algoritmo es suministrado por 
una mejor base. Yeh-Wei-Chang et al. (2009) introdujo el simple direct cosine Simplex 
algorithm, el cual implementa el criterio angular para selecionar la variable entrante en 
lugar de la regla tradicional del coeficiente más negativo usada en el método Simplex; el 
algoritmo propuesto reduce el número de iteraciones en la mayoría de los problemas 
probados.  

Como se mostrará en esta tesis, el amplio ángulo del cono Karush-Kunh-Tucker es la 
mayor dificultad enfrentada por los métodos basados en el criterio angular. Esta dificultad 
es superada en esta tesis por medio de la preservación del cono Karush-Kunh-Tucker 
mientras se suprimen restricciones superfluas.  

1.1.2 Identificación de restricciones redundantes 

En términos generales, algo es redundante si puede ser omitido sin afectar al sistema de 
referencia. Es decir, la redundancia es una condición que indica exceso de información. Las 
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restricciones redundantes hacen el problema más grande de lo necesario, por lo que su 
supresión en el problema mejora la eficiencia del proceso de solución. En términos más 
precisos, la restricción ࢍ௞

்࢞ ൑ ܾ௞ es redundante si y solo si el polítopo P de soluciones 
factibles descrito por ሼ࢞|ࢍ௝

்࢞ ൑ ௝ܾ, ݆ ൌ 1,2,⋯݉ሽ es idéntico al polítopo definido por 
ሼ࢞|ࢍ௝

்࢞ ൑ ௝ܾ, ݆ ൌ 1,2,⋯݉, ݆ ് ݇ሽ.  

El problema de redundancia en programación lineal se abordó inicialmente por la 
identificación de la condición redundante de una restricción a la vez. Se propuso [Boot 
(1962)] probar la redundancia de una sola restricción verificando la infactibilidad del 
polítopo P modificado por el cambio de una desigualdad a una igualdad de la restricción a 
probar. Posteriormente, se propuso checar la redundancia de una restricción en cada 
iteración del algoritmo simplex [Thompson (1966), Karwan (1983), Telgen (1986)]. Se 
presentó un notable trabajo sobre el estado del arte del problema de redundancia y del 
problema de restricciones no atadas a principios de la década de los 80’s [Karwan (1983)]. 
En esta obra, se analizan la mayoría de los procedimientos conocidos para identificar 
restricciones redundantes en programación lineal. De entre estos procedimientos, el más 
general requiere dar solución a un problema de programación lineal formulado para cada 
restricción del problema original. Sin embargo, el método más eficiente para la 
identificación de redundancias conocido a la fecha consiste en verificar la condición 
redundante de varias restricciones mientras se ejecuta el algoritmo simplex. Este método es 
conocido como criterio del renglón [Gal (1983), Gal (1995)], cuya propiedad sobresaliente 
es su eficiencia computacional porque solo revisa los signos de los renglones de matrices 
del diccionario en cada iteración del algoritmo simplex. Existen otros métodos que explotan 
la dualidad entre cascos convexos y polítopos convexos [Dula (1994)]. La idea de estos 
métodos es identificar los puntos interiores del casco convexo que corresponden a 
restricciones redundantes en el polítopo convexo dual. La dificultad principal de estos 
métodos es su complejidad computacional [Fukuda(2004)]. Existen también métodos 
probabilísticos para la detección de redundancias [Feng (1999)], los cuales son aplicables a 
problemas de programación lineal y no lineal. Las propiedades principales de estos 
métodos son su eficiencia computacional pero la falta de completitud en la detección de las 
redundancias. 

1.1.3 Resultados en redundancia de Thompson 

Thompson et al (1966) presentó un método para identificar la condición redundante de una 
restricción en cada iteración simplex. Antes de formular este problema de redundancia 
consideremos algunas definiciones y terminologías relativas al cono Karush-Kuhn-Tucker. 
Sea la variable de holgura en un vértice ࢚࢞ en la iteración ݐ:  

௝ሺ࢚࢞ሻݑ ൌ ௝ܾ െ ௝ࢍ
்࢚࢞, ݆ ൌ 1, 2, …݉ (1) 

El vértice ࢚࢞ tiene asociadas "݊" variables de holgura nulas: ݑ௞ሺ࢚࢞ሻ ൌ 0, donde݇M ൌ
ሼ1, 2, …݉ሽ. Notar que las restricciones con holguras nulas en ࢚࢞ forman el conjunto de 
restricciones atadas: N௔௧௔

௧ ൌ ሼ݇|ݑ௞ሺ࢚࢞ሻ ൌ 0ሽ. Para las restricciones:݄௞ሺ࢚࢞ሻ ൌ ௞ࢍ
்࢚࢞ െ ܾ௞ ൑

0 correspondientes a las holguras nulas, se tienen"݊"gradientes:સ݄௞ሺ࢚࢞ሻ ൌ  Estos .࢑ࢍ
gradientes definen el cono Karush-Kuhn-Tucker en ࢚࢞, el cual se especifica como sigue: 
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K௧ൌሼ࢞ܴ௡|࢞ ൌ ෍ ௞સ݄௞ሺ࢚࢞ሻ
௞M

ൌ ,ܧ ௞ ൒ 0ሽ (2) 

Donde ൌ ሾଵ, ଶ,⋯ ௡ሿ் y ܧ es la matriz de los"݊" gradientes linealmente independientes 
que delimitan el cono K௧. Sea ܧ෨  la matriz de los gradientes que no delimitan el cono K௧. 

Teorema [Thompson (1966)]: Una restricción ࢍ௜
்࢞ ൑ ܾ௜ donde ࢍ௜

	ܧ෨  es redundante si 
௜ࢍଵିܧ

	  no tiene componentes negativos. 

Demostración[Thompson (1966)]: El vector ࢍ௜
	ܧ෨  puede ser expresado como 

combinación lineal de los "݊" gradientes linealmente independientes en ܧ que delimitan el 
cono K௧: 

௜ࢍ ൌ  (3) ࢠܧ

Donde ࢠ ൌ ሾݖଵ, ⋯,ଶݖ ,௝ܴݖ ௡ሿ். En generalݖ ݆ ൌ 1,2, … ݊.Despejando ࢠ se tiene:  

ࢠ ൌ ௜ࢍଵିܧ  (4) 

Pero si se obtieneݖ௝ ൒ 0, ݆ ൌ 1,2, …݊, entonces ࢏ࢍ es una combinación lineal positiva de los 

gradientes en ܧque delimitan el cono K௧. Por tanto, ࢍ௜
்࢞ ൑ ܾ௜ es una restricción redundante 

detectada en el vértice corriente ࢚࢞. 

En la figura 2 se nota que la restricción 11 es redundante porque su hiperplano no delimita 
el polítopoP. Se aprecia también un cono KKT K௧ en el vértice ࢚࢞ delimitado por ଼݄׏ y 
 :ଵଵK௧, se escribe la siguiente combinación lineal positiva݄׏ ଽ. Dado que݄׏

ଵଵ݄׏ ൌ ଼଼݄׏ ൅ ଽ݄׏ଽ, ଼, ଽ ൒ 0 (5) 

El teorema confirma la redundancia de la restricción 11. La restricción ݄ଵଵN௔௧௔
௧  pero 

 no tiene componentes negativos. Por tanto la restricción ݄ଵଵ es ࢏ࢍଵିܧ ଵଵK௧ por lo que݄׏
redundante.  

El resultado de Thompson expuesto en el teorema evalúa la condición redundante de una 
restricción en un vértice corriente ࢚࢞. Cada restricción ݄௞ሺ࢚࢞ሻ ൌ ௞ࢍ

்࢚࢞ െ ܾ௞ ൑ 0 cuyo 
gradiente está en la matriz ܧ෨ , se pone evaluandoିܧଵ࢑ࢍ, ݇ ൌ 1, 2, … ሺ݉ െ ݊ሻ yࢍ௞ ܧ෨ . Es 
decir, se tiene resolver el sistema ࢏ࢍ ൌ  Además, esta solución debe obtenerse en cada .ࢠܧ
vértice ࢚࢞ hasta llegar al vértice óptimo ࢞∗. El resultado de Thompson es 
computacionalmente impráctico, pero es teóricamente atractivo.La dificultad observada es 
que el sistema ࢏ࢍ ൌ   .tiene que ser resuelto adicionalmente al diccionario ࢠܧ

1.1.4 Resultados en redundancias de Telgen y Gal 

Telgen (1983) presenta los teoremas que dieron origen al método conocido como criterio 
del renglón propuesto por Tomas Gal (1995) para identificar la condición redundante de 
una restricción en cada iteración simplex. El método es computacionalmente práctico 



5 
 

porque solo revisa los signos de los renglones de matrices del diccionario en cada iteración 
del algoritmo simplex. El método fue desarrollado originalmente sobre un problema de 
programación lineal de variables no negativas, y así se expone enseguida. 

Consideremos el sistema de restricciones en variables básicas y no básicas:  

ࡺ࢞ܰ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ ࢈ (6) 

Definición [Telgen (1983)]: La restricción ࢍ௞
்࢞ ൑ ܾ௞ es redundante respecto del polítopo 

Pା ൌ ሼ࢞ܴ௡|ࢍ௝்࢞ ൑ ௝ܾ,			ݔ௝ ൒ 0, ݆ ൌ 1,2,⋯݉ሽsi y solo si 

ො௞ݑ ൌ ݋݉݅݊݅݉
࢞

ሼݑ௞ሺ࢞ሻ࢞࡮|࢞Pାሽ ൒ 0 (7) 

Donde ݑ௞ሺ࢞ሻ ൌ ܾ௞ െ ௞ࢍ
்࢞ es la variable de holgura de la restricción ࢇ௞

்࢞ ൑ ܾ௞especificada 
en un punto ࢞Pା.Si ݑො௞ ൌ 0, la restricción es llamada débilmente redundante, ysi ݑො௞ ൐ 0, 
la restricción es llamada fuertemente redundante.  

Multiplicando (6) por ିܤଵ se tiene el sistema equivalente 

࢞ࡺ ൅ ࡮࢞ܫ ൌ  (8) 

Donde 

	 ൌ ଵܰିܤ ൌ ൣ૚, ૛,⋯ ࢔൧ܴ
௠௫௡ 

 ൌ ࢈ଵିܤ ൌ ൣଵ, ଶ,⋯ ௠൧
்
ܴ௠ 

ࡺ࢞ ൌ ሾݔேଵ,  ே௡ሿ்ܴ௡ݔ⋯,ேଶݔ

࡮࢞ ൌ ሾݔ஻ଵ,  ஻௠ሿ்ܴ௠ݔ⋯,஻ଶݔ

 

(10) 

La matriz   es usualmente referida como el tableau simplex contraído. El teorema que 
sigue explota la condición de redundancia dada en (18) y los signos de los elementos de los 
renglones de  y .  

Teorema [Telgen (1983)]: La restricción ࢍ௞
்࢞ ൑ ܾ௞ es redundante respecto del polítopo Pା 

de soluciones factibles si existe una solución básica en la que la variable de holgura 
௞ݑ ൌ ஻௥ con ௥௝ݔ ൑ 0 para todo ݆. 

Demostración [Telgen (1983)]: El ݎ - ésimo renglón de (19) se escribe como sigue: 

஻௥ݔ ൌ ௥ െ෍ ௥௝

௡

௝ୀଵ

 ே௝ (11)ݔ

Se supone ௥ ൒ 0 y ௥௝ ൑ 0 para todo ݆, y que las variables del problema de programación 

lineal son no negativas. Dado que el valor de ݔே௝ puede solo ser no negativo, se tendrá: 
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෍ ௥௝

௡

௝ୀଵ

ே௝ݔ ൑ 0 
 

Finalmente, dado que ௥ ൒ 0 se tendrá ݑ௞ ൌ ஻௥ݔ ൒ 0. 

El ݎ - ésimo renglón en el cual  ݑ௞ es básica corresponde al criterio del renglón de un 
problema de programación lineal. El siguiente teorema trata explícitamente el criterio del 
renglón y provee las condiciones necesarias y suficientes sobre redundancia. 

Teorema [Gal en Telgen (1983)]: La restricción ࢍ௞
்࢞ ൑ ܾ௞ es redundante respecto del 

polítopo Pା de soluciones factibles si y solo si en alguna solución básica factible se tiene 
que la variable de holgura ݑ௞ ൌ ஻௥ con ௥௝ݔ ൑ 0 para todo ݆. 

Demostración si [Gal en Telgen (1983)]: Si ௥௝ ൑ 0 para todo ݆, entonces: 

Se sabe que en toda solución básica se tiene ௥ ൒ 0. 
Dado que ݔே௝ ൒ 0 y que ௥௝ ൑ 0 para todo ݆, de (19) se sigue ݑ௞ ൌ ௥௝ ൒ 0.  

Demostración solo si [Gal en Telgen (1983)]: Solo si ݑ௞ ൒ 0, entonces: 
Considerando el criterio del renglón que se explica enseguida entonces, si ݑ௞ ൒ 0, en la 
solución óptima se debe tener ௥௝ ൑ 0 para todo ݆ y ௥ ൒ 0.  

Criterio del renglón [Gal en Karwan (1983)]: El resultado de la minimización expresada 
en (16) es un vértice ࢞∗ del polítopo Pା de soluciones factibles. La minimización (16) se 
ejecuta por medio del algoritmo simplex. Luego, si la ݇ െ ésima restricción es redundante, 
la holgura ݑ௞ሺ࢞ሻ es variable básica en todo vértice de Pା. La idea clave es que el ݎ െ 
ésimo renglón de la matriz  y del vector  puede ser considerado como el gradiente݂׏ de 
la función objetivo a minimizar por el algoritmo simplex. Por tanto, cuando se alcanza el 
vértice óptimo ࢞∗, el ݎ െésimo renglón contiene solo elementos no negativos [Gal en 
Karwan (1983)]. 

1.1.5 Trabajos previos en restricciones no atadas 

Los trabajos acerca de la identificación de restricciones no atadas en programación lineal 
no son abundantes. Las principales referencias son [Thompson (1966), Karwan (1983)], en 
ellas se exponen las ideas básicas de identificación de restricciones no atadas. Los métodos 
de identificación propuestos a la fecha no son eficientes en la práctica. 

En [Thompson (1966)] se reporta que G. B. Dantzig (1955) sugirió que se podía prever que 
algunas restricciones podían ser no atadas y que otras podían estar atadas a la solución 
óptima. Observó que las holguras de las restricciones no atadas podían ser llevadas a la 
base óptima. Notemos que las holguras de las restricciones atadas al vértice óptimo deben 
ser variables no básicas. Thompson (1966) explica en un teorema el pasaje de las holguras 
por la base mediante un concepto de trayectoria convexa. La dificultad en este teorema es 
que no hay forma de determinar una trayectoria convexa, excepto en problemas en ܴଶ. El 
teorema se transcribe enseguida sin demostración. 
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Teorema [Thompson (1966)]: Mientras se sigue una trayectoria convexa de soluciones 
durante la optimización de una función objetivo sujeta a restricciones lineales no 
degeneradas, si una variable inicia en la base, abandona la base, y luego retorna a la base, 
tal variable estará presente en la base óptima. 

1.1.6 Contraste de los trabajos previos con la metodología propuesta  

La metodología propuesta para la identificación de restricciones superfluas toma en cuenta 
la información contenida en los gradientes e hiperplanos asociados a las restricciones, 
mientras los métodos corrientes están basados solo en la información de  los gradientes de 
las restricciones. Para mejorar la eficiencia del método Simplex, nuestra metodología usa la 
identificación y supresión de restricciones superfluas mientras los métodos corrientes usan 
el criterio angular. Además, para garantizar la confiabilidad de los métodos de 
identificación, nuestra metodología usa métodos de preservación del cono Karush-Kuhn-
Tucker, mientras que los métodos corrientes de identificación no procuran la confiabilidad. 
Los resultados experimentales en problemas de programación lineal para análisis de la 
sujeción con 800 restricciones muestran un decrecimiento monotónico de la dimensión del 
problema alcanzado una reducción global por arriba del 50%.  

1.2 Formulación del problema de programación 
lineal 

El problema de programación lineal que será abordado en esta tesis se formula como sigue: 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ 	்࢞ࢉ

:ܽ	ܽݐ݆ܾܿ݁ݑݏ ௝ࢇ
்࢞ ൅ ௝ݏ ൌ ௝ܾ, . ݆ ൌ 1, 2, …݉ 

ே௜ܮ 	൑ 	 ௜ݔ 	൑ 	ܷே௜, ݅ ൌ 1,…݊, ஻௝ܮ ൑ ௝ݏ ൑ ܷ஻௝, ݆ ൌ 1, 2, …݉ 

(12)

Aquí los elementos del vector ࢞ ൌ ሾݔଵ,  ,௡ሿ் son las variables de dicisión del problemaݔ	…
ே௜ܮ ൌ െ∞, ܷே௜ ൌ ௝ݏ ,∞ ൌ 	 ሺ ௝ܾ െ ௝ࢇ

்࢞ሻ ൒ 0, ݆ ൌ 1, 2, …݉ son las variables de holgura,  
஻௝ܮ ൌ 0, ܷ஻௝ ൌ ∞, ݂: ܴ௡	ܴ es la función objetivo, ௝݄ : ܴ௡	ܴ donde ௝݄ሺ࢞ሻ 	ൌ ௝ࢇ

்࢞	 െ
	 ௝ܾ 	൑ 	0, ݆ ൌ 1, 2, …݉ son funciones de restricciones lineales, ||׏ ௝݄|| ൌ ௝ࢇ||

	 || ൌ 1 por 
simplicidad, y las constantes ܾଵ, . . , ܾ௠ son los límites de las restricciones. Las restricciones 
lineales en (12) determinan el polítopo de soluciones factibles:  

P ൌ ൛࢞ܴ௡หࢇ௝்࢞ ൑ ௝ܾ, ݆ ൌ 1, 2, …݉ൟ  (13)

Un vector ࢞∗ es llamado óptimo del problema (12) si produce el mayor valor de la función 
objetivo de entre el resto que satisfacen las restricciones. Supondremos que P es no vacío y 
acotado, el problema de programación lineal es no degenerado, el número ݉ de 
restricciones es mayor que el número ݊ de variables de decisión, ௝ܾ ൐ 0, y el origen de ܴ௡ 
es un punto interior de P. Cuando el espacio vectorial está limitado a ܴ଺, el problema de 
programación lineal (12) modela el análisis de la sujeción por manos robóticas.  
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El método Simplex procesa el problema de programación lineal (2) escrito en la siguiente 
forma canónica:   

݁ݖ݅݉݅ݔܽ݉ ݂ ൌ ࡺࢉ
ࡺ࢞ࢀ ൅ ࡮ࢉ

 ࡮࢞ࢀ
݀݁ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ ࡺ࢞ܰ :݋ݐ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  ࢈

(14) 

Donde ࢞ࡺ es un vector de variables no básicas ݔே௜, ݅ ൌ 1,⋯ ,  es un vector de vaiables ࡮࢞ ,݊
básicas ݔ஻௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉, ܰ ൌ ሾࡺ૚,⋯ ܤ ,ሿ es la matriz no básica࢔ࡺ, ൌ ሾ࡮૚,⋯  ሿ es la࢓࡮,
matriz básica. Comparando el problema (14) con el (12) se tiene: ࢞ࡺ ൌ ሾݔଵ,⋯ ,  ,௡ሿ்ݔ
࡮࢞ ൌ ሾݏଵ,⋯ , ࡺࢉ ,௠ሿ்ݏ ൌ ࡮ࢉ ,ࢉ ൌ ૙, ܰ ൌ ሾࢇ૚,⋯ , ܤ ሿ், y࢓ࢇ ൌ  Cuando la matriz .ܫ
cuadrada ܤ es no singular, ݂ y ࢞࡮ puede ser registrada por lo que se conoce como 
diccionario:  

࡮࢞ ൌ ࢈ଵିܤ െ  ࡺଵܰ࢞ିܤ
݂ ൌ ࡮ࢉ

࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ
ࢀ െ ࡮ࢉ

 ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ
(15) 

En cada iteración, el algoritmo Simplex procesa el diccionario (15) por actualización de una 
solución básica factible ሼ࢞ࡺ,    .ሽ࡮࢞

1.3 Objetivo de la tesis  

El objetivo de este trabajo de tesis es desarrollar una metodología basada en la 
identificación de restricciones superfluas para mejorar la eficiencia del algoritmo Simplex 
en la solución de modelos de programación lineal para análisis de la sujeción por manos 
robóticas.  

Se desarrollarán los métodos de identificación de restricciones superfluas por medio de 
coordenadas determinadas de la información contenida en las restricciones del problema de 
programación lineal que se desea resolver. Dada la estructura del problema, se desarrollarán 
los mecanismos computacionales para tratar las variables libres.  

1.4 Alcances y limitaciones  

Los problemas de programación lineal que serán tratados en este trabajo de tesis tienen las 
características siguientes:  

(i) El problema de programación lineal abordado en esta tesis está definido en el 
espacio ܴ௡, por lo que el problema para análisis de la sujeción es un caso 
particular por estar definido en ܴ଺.  

(ii) El punto de inicio del algoritmo Simplex es un punto interior del polítopo de 
soluciones factibles. Si el punto de inicio es un vértice en la frontera del polítopo, 
la solución por medio del algoritmo Simplex se simplifica.  

(iii) El número de restricciones que pueden definirse en un problema de sujeción por 
cuatro dedos robóticos pueden ir desde 12 hasta más de 1000.  
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(iv) El polítopo de soluciones factibles del problema de programación lineal es no 
vacío y acotado.  

(v) El problema de programación lineal es no degenerado. Esta limitación se establece 
por facilidad de análisis, sin embargo se puede relajar por medio de la supresión de 
restricciones que causan la degeneración. 

El método de solución del problema de programación planteado es el método Simplex 
revisado presentado por Chvatal (1983), el cual será modificado por agregación de los 
procedimientos computacionales de identificación de restricciones superfluas.  

1.5 Organización de la tesis 

La metodología desarrollada en esta tesis tiene el propósito de hacer eficiente el método 
Simplex por medio de la identificación y supresión de restricciones superfluas. Los métodos 
de identificación y el método Simplex resultante serán presentados en esta tesis como sigue. 

En el capítulo 2 se desarrolla un método de identificación de restricciones superfluas, que 
estará basado en un método de coordenadas gradiente. En el capítulo 3 se desarrolla un 
método alterno de identificación de restricciones superfluas basado en un método de 
coordenadas Simplex. En este mismo capítulo se presenta el algoritmo Simplex producto de 
la metodología propuesta. En el Capítulo 5 se presentan resultados experimentales que 
evalúan la eficiencia y robustez del método desarrollado. En el capítulo 6 se presentan las 
conclusiones generales de esta tesis. 
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Capítulo 2 

Migración de un Punto Interior a un  
Vértice Frontera 

En este capítulo se desarrolla un procedimiento de migración desde un punto interior p de 
un polítopo convexo P hasta un vértice ࢞# en su frontera como se muestra en la figura 1. 
Esta migración debe ser resuelta en problemas de programación lineal que modelan el 
análisis de la sujeción por manos robóticas [Dan 2001]. Porque la sujeción es un problema 
práctico, la migración se debe resolver en un mínimo número de pasos procesando al 
mismo tiempo variables libres.  

  

 

El algoritmo Simplex revisado [Chvatal 1983]  resuelve problemas de programación lineal 
con variables de decisión no negativas y con punto de inicio un vértice en la frontera del 
polítopo de soluciones factibles. En este capítulo se adapta el algoritmo Simplex revisado 
para que resuelva problemas de programación lineal de variables libres con punto de inicio 
en el interior del polítopo, como el mostrado en la figura 1.  

La sección 1 presenta una revisión de las formas de tratar las variables libres y del cálculo 
de un vértice en la frontera del polítopo de soluciones factibles. En la sección 2 se presenta 
un ejemplo en ܴଷ para evaluar paso a paso el cálculo del vértice frontera. La sección 3 
presenta las conclusiones del capítulo.  

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

Fig. 1: Migración desde un punto interior p de un Polítopo P 
hasta un vértice ࢞# en su frontera 

p 

࢞# 

P 

࢞∗ 
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2.1 Tratamiento de variables libres 

El algoritmo simplex revisado requiere que las variables libres sean transformadas en 
variables no negativas. Hay dos formas usuales para realizar ésta transformación. La 
primera forma sustituye una variable libre por dos variables no negativas, mientras que la 
segunda forma expresa una variable libre como combinación lineal de las variables no 
negativas, la cual se cancela por sustitución en las ecuaciones donde aparezca  
[Luemberger, 2008]. La segunda forma no aplica porque todas sus variables de decisión 
son libres. La primera forma puede aplicar con la desventaja de duplicar el número de 
variables de decisión. 

2.1.1 Tratamiento de variables no negativas 

Consideremos el procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex revisado que procesa 
variables no negativas. El procedimiento selecciona de entre los elementos del vector 
ࡺ࢞ ൌ ሾݔேଵ,  ே௞ que al ser modificada incremente la funciónݔ ே௡ሿ் una variableݔ⋯,ேଶݔ
objetivo: 

݂ሺ࢞ࡺሻ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
 (1) ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ

El vector ࢞ࡺ ൌ ሾݔேଵ,  ே௡ሿ் es nulo por definición. Sus componentes pueden serݔ⋯,ேଶݔ
variables de decisión o variables de holgura en virtud del procedimiento de pivoteo. El 
algoritmo simplex revisado requiere que todas las variables de decisión sean no negativas y, 
dado que las de holgura son también no negativas por definición, la forma de incrementar la 
función objetivo es por incremento de ݔே௞	࢞ࡺ por un escalar ݐ ൐ 0. Es decir, 
ே௞ݔሺ	ே௞ݔ ൅  ሻ siempre que su correspondiente coeficiente satisfaga la siguienteݐ
condición [Chvatal, 1983]: 

൫ܿே௞
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0 (2) 

La tabla 1 muestra el procedimiento del algoritmo simplex revisado que determina el índice 
kENT = ݇ de la variable no básica ݔே௞ que incrementará el valor de la función objetivo. 

 

 

 

Tabla 1: Procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex revisado que 
determina el índice kENT = ݇ de la variable no básica ݔே௞ no negativa.  

Si se insiste en usar el algoritmo simplex revisado en problemas de programación lineal de 
variables libres, se pueden usar métodos para convertir las variables libres en variables no 
negativas [Luemberger, 2008]. De otra forma, habrá que modificar el procedimiento de 
optimalidad para que se acepten variables libres. 

Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2 ⋯݊ lo que sigue: 
Si ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0 

o kENT = ݇ 
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2 ⋯݊ 
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2.1.2 Tratamiento de variables libres 

Se propone un método que trate directamente las variables libres por medio de una 
modificación al procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex revisado. 

Consideremos los siguientes hechos:  

 Las variables de decisión son libres െ∞ ൏ ௜ݔ ൏ ∞, ݅ ൌ 1, 2,⋯݊, mientras que las 
variables de holgura son no negativas por definición 0 ൑ ௝ݑ ൏ ∞, ݅ ൌ 1, 2,⋯݉.  

 Un componente ݔே௞ del vector de variables no básicas ࢞ࡺ, puede ser variable de 
decisión ݔ௜, ݅ሼ1, 2, …݊ሽ o variable de holgura ݑ௝, ݆ሼ1, 2, …݉ሽ. Por tanto, la 
variable no básica ݔே௞ puede adoptar valores positivos o negativos. Es decir, el 
valor nulo de ݔே௞ puede emigrar hacia un valor positivo o negativo. Notar que el 
índice ݇ሼ1, 2, …݊ሽ. 

Por consiguiente, la función objetivo (8) puede ser incrementada por modificación de una 
variable no básica ݔே௞:  

ሻݐே௞ሺݔ ൌ ே௞ݔ േ  (3) 

donte  ൐ 0 y ݔே௞ ൌ 0 del lado derecho para todo ݇. Se puede demostrar que este cambio 
modifica al vector de variables no básicas en la forma siguiente: 

ሻݐሺࡺ࢞ ൌ ࡺ࢞ േ  ࢑ (4)ࢋ

donde ࢑ࢋ es el vector canónico con la unidad en su ݇-ésima coordenada y ࢞ࡺ ൌ 0 del lado 
derecho. Sustituyendo (4) en las expresiones de ݂ y de ࢞࡮ del diccionario se tiene: 

                                ݂ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
  ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ

                           ݂ሺݐሻ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
ࡺଵܰሻሺ࢞ିܤࢀ േ  ࢑ሻࢋ

                                   ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ േ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
 ࢑ࢋଵܰሻିܤࢀ

                                   ൌ ݂ േ ሺࡺࢉ
࢑ࢋࢀ െ ࡮ࢉ

 ࢑ሻࢋଵܰିܤࢀ

                                   ൌ ݂ േ ሺܿே௞
	 െ ࡮ࢉ

  ࢑ሻࡺଵିܤࢀ

 
 
 
 
 
 

(5) 

࡮࢞      ൌ ࢈ଵିܤ െ  ࡺଵܰ࢞ିܤ

ሻݐሺ࡮࢞                         ൌ ࢈ଵିܤ െ ࡺଵܰሺ࢞ିܤ േ  ࢑ሻࢋ

ൌ ࢈ଵିܤ െ ࡺଵܰ࢞ିܤ ∓  ࢑ࢋଵܰିܤ

ൌ ࡮࢞ ∓   ࢑ࡺଵିܤ

 
 
 
 

(6) 

El simple cambio ݔே௞ ൌ ே௞ݔ േ  puede hacer que la función objetivo sea incrementada 
como se indica en (5) bajo ciertas condiciones del coeficiente ሺܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰሻ, y bajo las 

siguientes condiciones de factibilidad de ݔே௞ሺሻ y ࢞࡮ሺሻ:  
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ே௞ܮ ൏ ሺݔே௞ േ ሻ ൏ ܷே௞ 

࡮ࡸ ൑ ሺ࢞࡮ ∓ ࢑ሻࡺଵିܤ ൏  ࡮ࢁ

 
(7) 

La cantidad " ൐ 0" se calcula tal que las condiciones (7) se satisfagan, y se calcularán en 
el procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex más adelante. En (7) se necesita el 
índice ݇ para precisar las cantidades ݔே௞, ܮே௞, ܷே௞ y la ݇-ésima columna ࢑ࡺ de la matriz 
no básica. Por otro lado, el índice ݇ se determina por evaluación del signo del coeficiente 
ሺܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰሻ que hará que la función objetivo ݂ሺݐሻ sea incrementada, como se 

muestra enseguida para el caso de variables libres que se está tratando.  

El impacto del incremento ሺݔே௞ േ ሻ sobre la función objetivo ݂ሺݐሻ se muestra en la tabla 2 
con el propósito de determinar el índice ݇ de la variable no básica ݔே௞, y de deducir por 
tanto el mecanismo de variables libres. La columna 1 muestra los posibles valores de la 
variable entrante ݔே௞, mientras que la 6 muestra sus correspondientes incrementos. La 
columna 2 muestra los límites de ݔே௞, la 3 muestra solo sus límites inferiores. La columna 
4 muestra la condición positiva o negativa del coeficiente ሺܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰሻ dependiendo 

del valor de la variable entrante ݔே௞. 

,ே௞ܮே௞ ሾݔ ܷே௞ሿ ܮே௞ Coeficiente Indicador de signo ݔே௞ േ  
,௝ ሾ0ݏ ൅∞ሿ 0 ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
࢑൯ࡺଵିܤࢀ ൐ 0 ݇ା ൌ ே௞ݔ ݇ ൅  

௜ ሾെ∞,൅∞ሿ െ∞ ൫ܿே௞ݔ
	 െ ࡮ࢉ

࢑൯ࡺଵିܤࢀ ൐ 0 ݇ା ൌ ே௞ݔ ݇ ൅  

௜ ሾെ∞,൅∞ሿ െ∞ ൫ܿே௞ݔ
	 െ ࡮ࢉ

࢑൯ࡺଵିܤࢀ ൏ 0 ݇ି ൌ ே௞ݔ ݇ െ  

Tabla 2: Condiciones de incremento de la función objetivo ݂ para 
determinar el índice ݇ de la variable no básica ݔே௞. 

El impacto del incremento ሺݔே௞ േ ሻ se observa en los renglones de la tabla 2 como sigue: 

 El renglón 2 se lee como sigue: Si ݔே௞ ൌ ܮ ௝, lo que se detecta porݏ ௞ܰ ൌ 0, se elige 
ሺݔே௞ ൅ ሻ siempre que el ݇-ésimo coeficiente ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0. 

 El renglón 3 se lee como sigue: Si ݔே௞ ൌ ܮ ௜, lo que se detecta porݔ ௞ܰ ൌ െ∞, se 
elige ሺݔே௞ ൅ ሻ siempre que el ݇-ésimo coeficiente ൫ܿே௞ݐ

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0.  

 El renglón 4 se lee como sigue: Si ݔே௞ ൌ ܮ ௜, lo que se detecta porݔ ௞ܰ ൌ െ∞, se 
elige ሺݔே௞ െ ሻ siempre que el ݇-ésimo coeficiente ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0.  

De los renglones 2 y 3 se deduce que se tiene que elegir ሺݔே௞ ൅ ሻ cuando el coeficiente 
൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0, ya sea que ܮ ௞ܰ ൌ 0 ó que ܮ ௞ܰ ൌ െ∞. Del renglón 4 se deduce que 

se tiene que elegir ሺݔே௞ െ ሻ cuando ൫ܿே௞
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0 y ܮ ேܰ௞ ൌ െ∞. Dado que 
ே௞ݔ ൌ 0 por definición, la condición ܮ ௞ܰ ൌ െ∞ se puede escribir como: ݔே௞ ൐ ܮ ௞ܰ.  

Por consiguiente, la función objetivo ݂ሺݐሻ dada en (11) es incrementada por identificación 
del signo del ݇-ésimo coeficiente ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ y por el límite inferior de la variable 

no básica ݔே௞ mientras el índice ݇ se varía ݇ ൌ 1, 2, …݊: 
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൫ܿே௞
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0 para el caso ݔே௞ ൅  

ே௞ݔ  ൐ ே௞ y ൫ܿே௞ܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0 para el caso ݔே௞ െ  

 
(8) 

Las condiciones (8) para identificar el ݇ െ ésimo coeficiente de la variable no básica ݔே௞ 
permiten tratar las variables libres directamente incluyéndolas en el procedimiento de 
optimalidad del algoritmo simplex revisado.  

La tabla 3 muestra el mecanismo de variables libres que determina el índice ݇ de la 
variable no básica ݔே௞. Comparando el procedimiento de la tabla 1 con el de la tabla 3 
notamos que el algoritmo simplex revisado y adaptado, acepta las variables de decisión 
como variables libres por la condición adicional: ሺݔே௞ ൐ ൫ܿே௞		ݕ	ே௞ሻܮ

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0. 

 

 

 

 

 

 

Tabla 3: Mecanismo de variables libres. 

2.1.3 Procedimiento de migración al vértice frontera 

Como se hizo notar anteriormente, todas las variables de decisión están contenidas en ࢞ࡺ al 
inicio del algoritmo simplex. Por tanto, el mecanismo propuesto de vértice frontera consiste 
de las dos acciones siguientes:  

 Sacar del vector ࢞ࡺ ൌ ሾݔଵ,  ௡ሿ் cada una de sus variables (una a la vez)ݔ⋯,ଶݔ
durante las primeras "݊" iteraciones del simplex. Durante estas iteraciones, las dos 
condiciones de variables libres dadas en (8) podrán satisfacerse.  

 Asegurar que ninguna variable de decisión regrese al vector ࢞ࡺ después haber 
salido de él. Por tanto, a partir de la iteración ሺ݊ ൅ 1ሻ, el vector ࢞ࡺ deberá estar 
constituido solo por variables de holgura. 

Que cada variable de decisión ݔ௜, ݅ ൌ 1,⋯݊ salga del vector ࢞ࡺ ൌ ሾݔଵ,  ௡ሿ் en lasݔ⋯,ଶݔ
primeras "݊" iteraciones del simplex es relativamente simple porque en general la elección 
de la variable saliente no es única. Sin embargo, la variable que regresa al vector ࢞ࡺ es 
única, por lo que es más difícil asegurar que ninguna variable de decisión regrese a ࢞ࡺ. 
Como se verá más adelante en el procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex 
revisado, es posible hacer que la variable que regresa al vector ࢞ࡺ sea solamente variable 
básica haciendo uso de la hipótesis de no degeneración del problema de programación 

݇ା ൌ 0, ݇ି ൌ 0 
Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ lo que sigue: 

Si ൫ܿே௞
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0 
o ݇ା ൌ ݇ 
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ 

Si ሺݔே௞ ൐ ൫ܿே௞		ݕ	ே௞ሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0 
o ݇ି ൌ ݇ 
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2 ⋯݊ 

Terminar si ݇ା ൌ 0 y ݇ି ൌ 0, y declarar la solución corriente como solución óptima.  
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lineal. La implementación del mecanismo de vértice frontera se presenta como parte del 
procedimiento de optimalidad de la tabla 4. 

Los mecanismos de variables libres y de vértice frontera modificarán el procedimiento de 
optimalidad del algoritmo simplex revisado. El procedimiento modificado se denota como 
procedimiento de optimalidad de vértice frontera, el cual se presenta en la tabla 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 4: Procedimiento de optimalidad que incluye los mecanismos de 
variables libres y de vértice frontera. 

El procedimiento de optimalidad de vértice frontera de la tabla 4 puede ser expresado 
computacionalmente por medio de la siguiente función:  

ሾ݇ା, ݇ିሿ ൌ ,ࡺࢉሺ݈݀ܽ݀݅ܽ݉݅ݐ݌ܱ ,࡮ࢉ ܰ, ,ଵିܤ ,ࡺ࢞ ,ࡺࡸ ,݊݋݊ܽܥ ,#ݐ ݇ା, ݇ିሻ (16) 

Los parámetros de salida ݇ା, ݇ି se usarán en los procedimientos de factibilidad y 
pivoteo del algoritmo Simplex.  

Datos de entrada:  
,ࡺࢉ  ,࡮ࢉ ܰ, ,ଵିܤ ,ࡺ࢞   ࡺࡸ
݊݋݊ܽܥ  ൌ ሾ1, 2,⋯݊ሿ 
#ݐ  ൌ ݊ 
 ݇ା ൌ 0, ݇ି ൌ 0 
Si  ݐ ൏  #ݐ
     Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ lo que sigue: 
          Si ݇݊݋݊ܽܥ     VERTICE FRONTERA: 
               Si ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0                             VARIABLES LIBRES:  

o ݇ା ൌ ݇ 
o Suprimir ݇ del conjunto ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ 
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ 

               Si ሺݔே௞ ൐ ൫ܿே௞		ݕ	ே௞ሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0    VARIABLES LIBRES: 
o ݇ି ൌ ݇ 
o Eliminar ݇ del conjunto ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ 
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ 

En otro caso  ሺݐ ൒   :ሻ     DESPUÉS DE VERTICE FRONTERA#ݐ
     Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ lo que sigue: 
               Si ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0 

o ݇ା ൌ ݇ 
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ 

               Si ሺݔே௞ ൐ ൫ܿே௞		ݕ	ே௞ሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0 
o ݇ି ൌ ݇  
o Salir del lazo ݇ ൌ 1, 2 ⋯݊ 

Terminar si ݇ା ൌ 0 y ݇ି ൌ 0, y declarar la solución corriente como solución óptima.  
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2.1.4 Observaciones al mecanismo de variables libres  

 El mecanismo de variables libres determina el índice kENT = ݇ de la variable no 
básica ݔே௞ que hará crecer la función objetivo. El mecanismo se codifica en la tabla 4 
mediante las dos instrucciones: “Si ൫ܿே௞

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൐ 0” y “Si ሺݔே௞ ൐

൫ܿே௞		ݕ	ே௞ሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ௞ܰ൯ ൏ 0”, las cuales permiten valores negativos para la 
variable no básica entrante, es decir:  ݔே௞	ሺݔே௞ േ ሻ con  ൐ 0.  

2.1.5 Observaciones al mecanismo de vértice frontera 

En el procedimiento de optimalidad de la tabla 4 se ha definido el conjunto "ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ" 
cuyos elementos son los índices de las variables de decisión asociadas a los ejes canónicos 
del espacio vectorial ܴ௡. Es decir, los índices de los elementos del vector de variables 
básicas ࢞ࡺ ൌ ሾݔଵ,  :௡ሿ் al inicio del algoritmo simplex son los siguientesݔ⋯,ଶݔ

ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ ൌ ሼ1, 2,⋯݊ሽ  

 En una iteración del algoritmo simplex revisado, el mecanismo de vértice 
frontera elige mediante la instrucción: “݇ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ” el índice de una 
variable canónica que será variable entrante. Que esta variable entrante se 
elija en las primeras "݊" iteraciones del algoritmo se codifica con la 
instrucción: “Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2	⋯݊ lo que sigue”. 

 La instrucción: “si ݇ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ” asegura que se elija una variable de decisión, 
mientras que la instrucción: “eliminar ݇ del conjunto ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ”, asegura que 
 . Por tanto, la estrategia de sacar cada variable de decisión del vector	ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ
ࡺ࢞ ൌ ሾݔଵ,  ௡ሿ் hasta agotarlas permite  emigrar desde el origen de ܴ௡ en elݔ⋯,ଶݔ
interior del polítopo P hasta un vértice ࢞# en su frontera en solo "݊" iteraciones del 
algoritmo simplex.  

 Al finalizar la iteración "݊", el vector ࢞ࡺ estará constituido por solo variables de 

holgura teniéndose: ࢞ࡺ ൌ ,௝ଵݏൣ ⋯,௝ଶݏ ௝௡൧ݏ
்
 con ݏ௝௞ሼݏଵ, ௝௞ݏ ௠ሽ yݏ	⋯,ଶݏ ൌ 0, ݇ ൌ

1, 2, …݊. Que estas variables sean nulas significa que habiendo comenzado en el 
origen de ܴ௡, el algoritmo simplex ha alcanzado un vértice ࢞# sobre la frontera del 
polítopo P de soluciones factibles en "݊" pasos. El vértice ࢞# puede ser considerado 
como el vértice de inicio de la fase 2 del método simplex revisado. Por tanto, el 
mecanismo que lleva desde el origen de ܴ௡ hasta ࢞# es equivalente a la fase 1 del 
método simplex.  

 El algoritmo simplex propuesto comienza en el origen de ܴ௡ en el interior del 
polítopo P, llega a un vértice ࢞# en la frontera de P y continúa por la frontera hasta 
llegar al vértice óptimo ࢞∗. Es decir, el algoritmo propuesto incluye las dos fases del 
método simplex sin distinguirlas porque el mecanismo de vértice frontera es parte del 
procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex. 

 Una propiedad notable del mecanismo de vértice frontera propuesto es que usa la 
función objetivo del problema original de programación, lo que hace que el vértice 
frontera ࢞# esté  angularmente cercano del vértice óptimo ࢞∗. 
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2.2 Ejemplo numérico 

Se presenta un ejemplo numérico de un problema de programación lineal de variables libres 
con el fin de evaluar los mecanismos de variables libres y de vértice frontera de la tabla 4. 
El problema es de seis restricciones y está definido en ܴଷ por facilidad de análisis:  

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ ࡺࢉ
ࡺ࢞ࢀ ൅ ࡮ࢉ

 ࡮࢞ࢀ

݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ                  ܽ: 
ࡺ࢞ܰ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  ࢈

 
 

El algoritmo se inicia con los parámetros y variables siguientes:  

ࡺࢉ ൌ ሾܿேଵ, ܿேଶ, ܿேଷሿ் ൌ ሾെ0.5, െ1.5, 2ሿ் 
࡮ࢉ ൌ ሾܿ஻ଵ, ܿ஻ଶ, ܿ஻ଷ, ܿ஻ସ, ܿ஻ହ, ܿ஻଺ሿ் 
     ൌ ሾ0, 0, 0, 0, 0, 0ሿ் 
ܰ ൌ ሾࡺ૚, ,૛ࡺ  ሿ	૜ࡺ

    ൌ ሾࢇ૚, ,૛ࢇ ,૜ࢇ ,૝ࢇ ,૞ࢇ ૟ሿ்ࢇ ൌ ൥
1 			0 			0
0 			0 െ1
0 െ1 			0

0 0 െ1
1 0 			0
1 1 			0

൩

்

 

ܤ  ൌ   6x6 ,ܫ
࢈ ൌ ሾ1.5, 1.1492, 1.9254, 1.9254, 2.8508, 1.5ሿ் 
ࡺ࢞ ൌ ࢞ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ ଷሿ்ݔ ൌ ሾ0, 0, 0ሿ்,  ࡺࡸ ൏ ݔ ൏  ࡺࢁ
࡮࢞ ൌ ࢙ ൌ ሾݏଵ, ,ଶݏ ,ଷݏ ,ସݏ ,ହݏ ࡮ࡸ  ,଺ሿ்ݏ ൑ ࢙ ൏    ࡮ࢁ
ࡺࡸ ൌ ሾܮ ଵܰ, ܮ ଶܰ, ܮ ଷܰሿ ൌ ሾെ∞,െ∞,െ∞ሿ  

ࡺࢁ  ൌ ሾܷ ଵܰ, ܷ ଶܰ, ܷ ଷܰሿ ൌ ሾ൅∞,൅∞,൅∞ሿ 
࡮ࡸ  ൌ ሾܤܮଵ, ,ଶܤܮ ଺ሿܤܮ⋯ ൌ ሾ0, 0, 0, 0, 0, 0 ሿ 
࡮ࢁ  ൌ ሾܷܤଵ, ଺ሿܤܷ⋯,ଶܤܷ ൌ ሾ൅∞,൅∞,൅∞,൅∞,൅∞,൅∞ሿ  

 

 

 

(16) 

2.2.1 Prueba paso a paso de los mecanismos 

Datos de entrada para Iteración 1: 
ࡺࢉ ൌ ሾܿேଵ, ܿேଶ, ܿேଷሿ் ൌ ሾ2,െ0.5, െ2ሿ் 
࡮ࢉ ൌ ሾܿ஻ଵ, ܿ஻ଶ, ܿ஻ଷ, ܿ஻ସ, ܿ஻ହ, ܿ஻ହሿ் ൌ ሾ0, 0, 0, 0, 0, 0ሿ் 
ܤݒ݊݅ ൌ  6x6 ,ܫ

ܰ ൌ ሾࡺ૚,ࡺ૛, ሿ	૜ࡺ ൌ ൥
1 			0 			0
0 			0 െ1
0 െ1 			0

0 0 െ1
1 0 			0
1 1 			0

൩

்

ൌ ሾࢇ૚, ,૛ࢇ ,૜ࢇ ,૝ࢇ ,૞ࢇ  ૟ሿ்ࢇ

ࡺࡸ ൌ ሾܮ ଵܰ, ܮ ଶܰ, ܮ ଷܰሿ ൌ ሾെ∞,െ∞,െ∞ሿ 
ࡺ࢞ ൌ ሾݔேଵ, ,ேଶݔ ேଷሿ்ݔ ൌ ሾ0, 0, 0ሿ் 

Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2, 3 lo que sigue: 
ࡺࢉ
ࢀ െ ࡮ࢉ

ଵܰିܤࢀ ൌ ሾ2,െ0.5, െ2ሿ் െ ሾ0, 0, 0, 0, 0, 0ሿ்ିܤଵܰ ൌ ሾ2,െ0.5, െ2ሿ்  
 ܿேଵ

	 െ ࡮ࢉ
૚ࡺଵିܤࢀ ൌ 2 ൐ 0 
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  
 

 

Datos de entrada para Iteración 2:  
ࡺࢉ ൌ ሾܿேଵ, ܿேଶ, ܿேଷሿ் ൌ ሾ0,െ0.5, െ2ሿ் 
࡮ࢉ ൌ ሾܿ஻ଵ, ܿ஻ଶ, ܿ஻ଷ, ܿ஻ସ, ܿ஻ହ, ܿ஻ହሿ் ൌ ሾ2, 0, 0, 0, 0, 0ሿ் 
ܤݒ݊݅ ൌ 6x6 con la primer columna ൌ ,ܫ ሾ1, 0, 0, 0, 0, 1ሿ் 

ܰ ൌ ሾ ଵܰ, ଶܰ, ଷܰ	ሿ ൌ ൥
1 			0 			0
0 			0 െ1
0 െ1 			0

0 0 0
1 0 0
1 1 0

൩

்

ൌ ሾࢇ૚, ,૛ࢇ ,૜ࢇ ,૝ࢇ ,૞ࢇ  ૟ሿ்ࢇ

ࡺࡸ ൌ ሾܮ ଵܰ, ܮ ଶܰ, ܮ ଷܰሿ ൌ ሾ0, െ∞,െ∞ሿ 
ࡺ࢞ ൌ ሾݔேଵ, ,ேଶݔ ேଷሿ்ݔ ൌ ሾ0, 0, 0ሿ் 

Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2, 3 lo que sigue:  
ࡺࢉ
ࢀ െ ࡮ࢉ

ଵܰିܤࢀ ൌ ሾ0,െ0.5, െ2ሿ	 െ ሾ2, 0, 0, 0, 0, 0ሿ்ିܤଵܰ  
ൌ ሾ0,െ0.5, െ2ሿ	 െ ሾ2,			0,			0ሿ	 
ൌ ሾെ2,െ0.5, െ2ሿ	  

 ሺݔேଶ ൐ ൫ܿேଶ		ݕ	ேଶሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ଶܰ൯ ൏ 0 
 
  
 

 

Datos de entrada para Iteración 3:  
ࡺࢉ ൌ ሾܿேଵ, ܿேଶ, ܿேଷሿ் ൌ ሾ0, 0, െ2ሿ் 
࡮ࢉ ൌ ሾܿ஻ଵ, ܿ஻ଶ, ܿ஻ଷ, ܿ஻ସ, ܿ஻ହ, ܿ஻ହሿ் ൌ ሾ2, 0, െ0.5, 0, 0, 0ሿ் 
ܤݒ݊݅ ൌ 6x6 con la columna 1 ൌ ,ܫ ሾ1, 0, 0, 0, 0, 1ሿ் y la 3: െ݁ଷ ൅ ݁ସ 

ܰ ൌ ሾ ଵܰ, ଶܰ, ଷܰ	ሿ ൌ ൥
1 			0 0
0 			0 1
0 െ1 0

0 0 0
0 0 0
1 1 0

൩

்

ൌ ሾࢇ૚, ,૛ࢇ ,૜ࢇ ,૝ࢇ ,૞ࢇ  ૟ሿ்ࢇ

ࡺࡸ ൌ ሾܮ ଵܰ, ܮ ଶܰ, ܮ ଷܰሿ ൌ ሾ0, 0, െ∞ሿ 
ࡺ࢞ ൌ ሾݔேଵ, ,ேଶݔ ேଷሿ்ݔ ൌ ሾ0, 0, 0ሿ் 

Ejecutar para ݇ ൌ 1, 2, 3 lo que sigue:  
ࡺࢉ
ࢀ െ ࡮ࢉ

ଵܰିܤࢀ ൌ ሾ0, 0, െ2ሿ	 െ ሾ2, 0, െ0.5, 0, 0, 0ሿ்ିܤଵܰ  
ൌ ሾ0,െ0.5, െ2ሿ	 െ ሾ2,			0.5,			0ሿ	 
ൌ ሾെ2, 0, െ2ሿ	  

 ሺݔேଷ ൐ ൫ܿேଷ		ݕ	ேଷሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ଷܰ൯ ൏ 0 
 
  
 

 ݇ܶܰܧ ൌ 1 
 ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ ൌ ሼ2, 3ሽ 
 ݐ݊݋ܿ_݊݋݊ܽܥ ൌ 1 
 ݈ܵܽ݅ݎ	݈݁݀	݋ݖ݈ܽ	݇ ൌ 1, 2, 3 

 ݇ܶܰܧ ൌ 2 
 ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ ൌ ሼ3ሽ 
 ݐ݊݋ܿ_݊݋݊ܽܥ ൌ 2 
 ݈ܵܽ݅ݎ	݈݁݀	݋ݖ݈ܽ	݇ ൌ 1, 2, 3 

 ݇ܶܰܧ ൌ 3 
 ݏܽܿ݅݊݋݊ܽܥ ൌ  
 ݐ݊݋ܿ_݊݋݊ܽܥ ൌ 3 
 ݈ܵܽ݅ݎ	݈݁݀	݋ݖ݈ܽ	݇ ൌ 1, 2, 3 

࢞૚ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ ଷሿ்ݔ ൌ ሾ1.5, 0, 0ሿ்  
ሺ࢞૚ሻܛ ൌ ሾ0 1.149 1.925 1.925			2.8508			3ሿ୘ 

࢞૛ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ ଷሿ்ݔ ൌ ሾ1.5,െ1.9254, 0ሿ்	 
ሺ࢞૛ሻܛ ൌ ሾ0 1.1492 0 3.8508				2.8508				3ሿ୘ 

࢞૜ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ ଷሿ்ݔ ൌ ሾ1.5,െ1.9254,െ1.1492ሿ்  
ሺ࢞૜ሻܛ ൌ ሾ0 0 0 5 4 3ሿ୘ 
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El polítopo de soluciones factibles P ൌ ሼ࢞ܴ௡|ࢇଵ்࢞ ൑ ܾଵሽ⋯	ሼ࢞ܴ௡|ࢇ଺்࢞ ൑ ܾ଺ሽ y los 
tres puntos calculados ࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ se muestran en la figura 1. 

 
 

2.2.2 Análisis de resultados:  

1. Como se aprecia en la figura 1, el vértice ࢞# en la frontera del polítopo P se alcanza 
en solo tres pasos desde el origen de ܴଷ, es decir ࢞# ൌ ࢞૜. En este ejemplo, la 
solución óptima ࢞∗coincide con ࢞# ൌ ሾ1.5, െ1.9254,െ1.1492ሿ், con lo que se 
muestra que ࢞# es angularmente cercano a ࢞∗.  

2. Como se aprecia en la ejecución paso a paso, la naturaleza libre de la variable no 
básica ݔே௞ se detecta en cada iteración. En la iteración 1 sucedió el incremento: 
ேଵݔሺ	ேଵݔ ൅  :ሻ el cual se detectó por  la condiciónݐ

 ܿேଵ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ଵܰ ൌ 2 ൐ 0.  
Mientras que en las iteraciones 2 y 3 sucedieron los decrementos: ݔேଶ	ሺݔேଶ െ  ሻݐ
y ݔேଷ	ሺݔேଷ െ  :ሻ, los cuales fueron detectados por las condicionesݐ

ሺݔேଶ ൐ ൫ܿேଶ		ݕ	ேଶሻܮ
	 െ ࡮ࢉ

ଵିܤࢀ ଶܰ൯ ൏ 0  
ሺݔேଷ ൐ ൫ܿேଷ		ݕ	ேଷሻܮ

	 െ ࡮ࢉ
ଵିܤࢀ ଷܰ൯ ൏ 0  

respectivamente.  
3. Existe consistencia entre las posiciones de los tres vértices calculados ࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ y 

sus correspondientes variables de holgura: 
ሺ࢞૚ሻܛ 	ൌ ሾ૙			1.149			1.925			1.925			2.8508				3ሿ୘ 
ሺ࢞૛ሻܛ 	ൌ ሾ૙				1.1492			૙				3.8508				2.8508				3ሿ୘ 

-2

0

2

-2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

x
y

z

Fig. 2: Polítopo P de soluciones factibles
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ሺ࢞૜ሻܛ 	ൌ ሾ૙					૙													૙						5															4													3ሿ୘ 
Como se aprecia en la figura 1, dado que el punto ࢞૚ se localiza sobre una cara del 
polítopo, el vector de variables de holgura ܛሺ࢞૚ሻ tiene solo una variable nula. 
Porque el punto ࢞૛ se localiza sobre en la intersección de dos caras del polítopo, el 
vector de variables de holgura ܛሺ࢞૛ሻ tiene dos variables nulas. El punto ࢞૜ se 
localiza en la intersección de tres caras del polítopo, por lo que el vector de 
variables de holgura ܝሺ࢞૜ሻ tiene tres variables nulas.  

4. Los ceros del origen ࢞ ൌ ሾݔଵ, ,ଶݔ ଷሿ்ݔ ൌ ሾ0, 0, 0ሿ் de ܴଷ se propagan hacia cada 
solución ሾሺ࢞࢐ሻࢀ, ሺܛሺ࢞࢐ሻሻࢀሿ, ݆ ൌ 1, 2, 3, como se observa en la tabla 5:  
 

,ࢀሾሺ࢚࢞ሻ ݐ ሺܛሺ࢚࢞ሻሻࢀሿ ൌ ሾݔଵ
௧, ଶݔ

௧, ଷݔ
௧ | ଵݏ

௧, ଶݏ
௧, ଷݏ

௧, ସݏ
௧ሿ 

0 ሾ૙, ૙, ૙		|		1.5, 1.1492, 1.9254, 1.9254, 2.8508, 1.5ሿ,  ࢞ࡺ ൌ ሾݔଵ
଴, ଶݔ

଴, ଷݔ
଴ሿ் 

1 ሾ1.5, ૙, ૙		|		૙			1.149 1.925 1.925 2.8508 3ሿ,  ࢞ࡺ ൌ ሾݑଵ
ଵ, ଶݔ

ଵ, ଷݔ
ଵሿ் 

2 ሾ1.5, െ1.9254, ૙		|		૙	 1.1492 ૙ 3.8508 2.8508 3ሿ,  ࢞ࡺ ൌ ሾݑଵ
ଶ, ଷݑ

ଶ, ଷݔ
ଶሿ் 

3 ሾ1.5, െ1.9254,െ1.1492 | ૙ ૙ ૙ 5 4 3ሿ,  ࢞ࡺ ൌ ሾݑଵ
ଷ, ଷݑ

ଷ, ଶݑ
ଷሿ் 

Tabla 5: Propagación de los ceros del origen de ܴଷ 
 

5. El vector de variables no básicas ࢞ࡺ recibe una variable de holgura ݏ௝
௧ en cada 

iteración ݐ. Dado que el ejemplo está definido en ܴଷ, en la iteración ݐ ൌ  tiene ࡺ࢞ 3
sus tres componentes con variables de holgura como se nota en la tabla 5.  

6. Se ha comprobado que el código de la tabla 4 implementa los mecanismos de 
variables libres y de vértice frontera para el ejemplo dado. El vértice frontera ࢞# es 
angularmente cercano al óptimo ࢞∗ y las tres variables libres െ∞ ൏ ௜ݔ ൏ ∞, ݅ ൌ
1, 2, 3 se manipularon directamente en el procedimiento de optimalidad del 
algoritmo simplex. 

2.3 Conclusiones del capítulo 

Como se observa de la tabla 5, no es una sorpresa que los "݊" ceros del origen ࢞ ൌ
ሾݔଵ, ,ଶݔ ଷሿ்ݔ ൌ ሾ0, 0, 0ሿ் de ܴ௡ se reacomoden en cada solución: ሾሺ࢞࢐ሻࢀ, ሺܛሺ࢞࢐ሻሻࢀሿ ൌ
ሾݔଵ

௝, ଶݔ
௝, ଷݔ

௝	|	ݏଵ
௝, ଶݏ

௝, ଷݏ
௝, ସݏ

௝ሿ, ݆ ൌ 1, 2, … durante las primeras "݊" iteraciones simplex. Solo hay 
"݊" ceros en esta solución cuando se tiene un polítopo de soluciones factibles no 
degenerado. El procedimiento de optimalidad selecciona una variable entrante ݔே௞ ൌ 0 de 
entre los componentes del vector ࢞ࡺ ൌ ሾݔேଵ,  ே௡ሿ் como candidata para que seaݔ⋯,ேଶݔ
movida de su valor nulo mediante el cambio ݔே௞ሺݔே௞ േ ሻ con  ൐ 0. Inmediatamente 
después, el procedimiento de factibilidad ejecuta este cambio mediante el cálculo de  ൐ 0 
de tal forma que una sola variable básica ݔ஻௥ se haga nula. De esta forma, la variable no 
básica ݔே௞ se hace distinta de cero al mismo tiempo que una variable básica ݔ஻௥ se hace 
cero, por lo que el número de ceros en la solución ሾݔଵ

௝, ଶݔ
௝, ଷݔ

௝	|	ݏଵ
௝, ଶݏ

௝, ଷݏ
௝, ସݏ

௝ሿ, ݆ ൌ 1, 2, … se 
mantiene en "݊" siempre que el polítopo de soluciones factibles sea no degenerado. 
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El procedimiento presentado incluye las dos fases del método simplex usual. La fase 1 está 
codificada implícitamente en el procedimiento de optimalidad del algoritmo simplex 
frontera como se muestra en la tabla 4. Además de que el vértice frontera ࢞# es calculado 
en "݊" pasos, este vértice se encuentra angularmente cercano al vértice óptimo ࢞∗. Este 
hecho se explica porque el mecanismo de vértice frontera usa la misma función objetivo del 
problema de programación que se está resolviendo. 

El procedimiento de la tabla 4 tiene las dos propiedades siguientes: (i) la aceptación en 
forma directa de las variables libres sin usar métodos de conversión a variables no 
negativas y (ii) el cálculo en "݊" iteraciones simplex de un vértice en la frontera del 
polítopo de soluciones factibles a partir del origen del espacio ܴ௡ en el interior del 
polítopo.  
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Capítulo 3 

Identificación de Restricciones 
Superfluas por Criterio angular 

En la formulación de problemas de programación lineal para análisis de la sujeción se ha 
observado la existencia de una gran cantidad de restricciones superfluas en la solución 
óptima, las cuales causan tiempos prolongados de cálculo. Las restricciones superfluas 
encontradas en estos problemas son eminentemente no atadas y rara vez redundantes.  

La pregunta importante que puede ser planteada ahora es que si existe alguna forma de 
forzar a que las restricciones se manifiesten como restricciones superfluas.  

En este capítulo se probará la hipótesis de que es posible someter el conjunto de 
restricciones de un problema de programación lineal a cierta clase de polarización que las 
fuerce a agruparse en dos clases: el conjunto de restricciones candidatas a delimitar el cono 
Karush-Kuhn-Tucker (cono KKT) y un conjunto de restricciones que con seguridad son 
superfluas.  

El fenómeno de polarización de restricciones usado aquí es como el de la polarización de 
cargas eléctricas sujetas a un campo de fuerza. En un problema de programación lineal 
existen entidades polarizadoras que funcionan como generadoras de un campo de fuerza 
sobre las restricciones. Las entidades de polarización son el gradiente de la función objetivo 
 y el cono KKT. Las entidades sometidas al fenómeno de polarización son ݂׏
fundamentalmente las restricciones, pero no directamente, sino a través de cantidades 
derivadas de ellas que son sensibles a la polarización. Las dos cantidades sensibles que 
serán tratadas en esta tesis son: (i) la coordenada gradiente ௝ obtenida por proyección 

ortogonal del gradiente ׏ ௝݄ de la ݆ െésima restricción sobre ݂׏ y (ii) la coordenada 
Simplex  ௝ obtenida de la proyección ortogonal de un vector asociado al hiperplano de la 

݆ െésima restricción. En este capítulo se diseñará un método basado en las coordenadas 
gradiente para identificar restricciones superfluas. En el capítulo 5 será desarrollado otro 
método para identificar restricciones superfluas, pero basado las coordenadas Simplex.   

La metodología propuesta en el presente capítulo consiste en insertar en el método Simplex 
revisado [Chvatal (1983)] el procedimiento de optimalidad desarrollado en el capítulo 3 en 
el que se calcula el vértice frontera ࢞#, y el procedimiento de identificación de restricciones 
superfluas basado en las coordenadas gradiente. La inclusión de estos procedimientos al 
método Simplex revisado producirá un algoritmo mejorado en eficiencia computacional, el 
cual se nombrará como método Simplex KKT. El algoritmo inicia en un punto interior p del 
polítopo P de soluciones factibles, migra hacia un vértice ࢞# en su frontera y continúa hasta 
llegar al vértice óptimo ࢞∗, como se ilustra en la figura 1. El problema de programación 
lineal sujeto de estudio está definido en el espacio ܴ௡ cuyo origen puede ser un punto 
exterior de P, como se muestra en la misma figura 1. Si este es el caso, el punto interior p 
de P puede ser calculado por medio del algoritmo de newton. En el presente capítulo se 
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En las definiciones que siguen se dan diferentes conjuntos de índices que serán usados en 
esta tesis, los cuales representan conjuntos de restricciones del problema de prueba (2) y 
que son mostrados en la figura 2. 

Definición 1: Sea M el conjunto de restricciones en un problema de programación lineal 
dado. Para el problema de prueba se tiene: Mൌሼ1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11ሽ.  

Definición 2: Sea el cluster de restricciones, denotado como C, el conjunto de restricciones 
en M ordenadas de acuerdo al ángulo entre el gradiente de cada restricción y el gradiente 
de la función objetivo. En la figura 2, Cሺ׏ ଵ݂ሻ={10,	9,	11,	8,	7,	2,	1,	6,	3,	4,	5} es el cluster 
referido a ׏ ଵ݂, y Cሺ׏ ଶ݂ሻ={5,	4,	3,	6,	1,	2,	7,	8,	11,	9,	10} es el cluster referido a ׏ ଶ݂.  

Definición 3: El conjunto de restricciones redundantes con respect al polítopo P de 
soluciones factibles, denotado por R, es el conjunto de restricciones que satisfacen la 
siguiente condición: ࢑ࢍ

࢞ࢀ ൑ ܾ௞ es una restricción redundante si y solo si el polítopo P es 
idéntico al conjunto: ሼ࢞|࢐ࢍ

࢞ࢀ ൑ ௝ܾ, ݆ ൌ 1,2,⋯݉, ݆ ് ݇ሽ. Para el problema de prueba se 
tiene Rൌሼ2,11ሽ. Las restricciones redundantes no delimitan P como se ve en la figura 2.  

Definición 4: Sea el conjunto de restricciones atadas, denotado por N௕௜௡ௗ
∗ , el conjunto de 

restricciones cuyas variables de holgura son nulas en el vértice óptimo ࢞∗: N௕௜௡ௗ
∗ ൌ

ሼ݇|ݏ௞ሺ࢞∗ሻ ൌ 0ሽ. N௕௜௡ௗ
∗ ൌ ሼ1,10ሽ está asociado a la función objetivo ଵ݂ y N௕௜௡ௗ

∗ ൌ ሼ4,5ሽ a 
la ଶ݂.  

Notamos que los gradientes ݄׏௞ሺ࢞∗ሻ de las restricciones atadas delimitan el cono KKT. En 
problemas de programación lineal no degenerados las holguras nulas definen restricciones 
atadas a cualquier vértice ࢚࢞ del polítopo. En este caso podremos definir el conjunto de 
restricciones atadas a un vértice ࢚࢞ en la forma siguiente: 

N௔௧௔
௧ ൌ ሼ݇|ݑ௞ሺ࢚࢞ሻ ൌ 0ሽ (3) 

Una restricción atada a un vértice corriente ࢚࢞ es una restricción cuyo gradiente delimita un 
cono KKT en ࢚࢞, el cual se denotará como K௧. Notar que existe un cono K௧ para cada 
vértice corriente ࢚࢞ en el sentido de que ࢚࢞ puede ser considerado como vértice óptimo para 
alguna función objetivo. En la figura 2 las restricciones ଼ࢍ

்࢞ ൑ ଼ܾ y ࢍଽ
்࢞ ൑ ܾଽ son 

restricciones atadas al vértice frontera ࢞#, teniéndose por tanto:  

N௔௧௔
# ൌ ሼ݇|ݑ௞ሺ࢞#ሻ ൌ 0ሽ ൌ ሼ8, 9ሽ  

Definición 5: Sea el Cono Karush-Kuhn-Tucker (cono KKT), denotado por K∗, el conjunto 
de puntos determinados por la combinación lineal positiva de los gradientes ݄ࢺ௜ሺ࢞∗ሻ de las 
restricciones ݅ en N௕௜௡ௗ

∗ :   

K∗ൌሼ࢞ܴ௡|	࢞ ൌ ෍ ௜݄׏௜ሺ࢞∗ሻ
௜N್೔೙೏

∗

, ௜ ൒ 0ሽ (4)
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En la figura 2(a): Kଵ
∗ ൌ ሼ࢞ܴଶ|	࢞ ൌ ଵ݄׏ଵሺ࢞∗ሻ ൅ ଵ଴݄׏ଵ଴ሺ࢞∗ሻ, ଵ, ଵ଴ ൒ 0ሽ está  

caracterizado por las restricciones en N௕௜௡ௗ
∗ ൌ ሼ1,10ሽ mientras que en la figura 2(b):  

Kଶ
∗ ൌ ሼ࢞ܴଶ|	࢞ ൌ ସ݄׏ସሺ࢞∗ሻ ൅ ହ݄׏ହሺ࢞∗ሻ,  ସ, ହ ൒ 0ሽ está  caracterizado por las 

restricciones en N௕௜௡ௗ
∗ ൌ ሼ4,5ሽ.  

La expresión dada en (3) nos permite explicar la relación que existe entre el cono KKT K∗ 
y el gradiente de la función objetivo ݂׏ en el vértice óptimo ࢞∗ por medio de lo que se 
conoce como las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker [Bazaraa 2006]: Si 
࢞∗ es una solución óptima para el problema de programación lineal que se está resolviendo, 
el gradiente de la función objetivo ݂׏ en ࢞∗ puede ser representado como un punto interior 
del cono KKT K∗ siempre que los vectores ݄׏௜ሺ࢞∗ሻ, ݅ ൌ 1,⋯݊ sean linealmente 
independientes:  

݂׏ ൌ෍௜݄׏௜ሺ࢞∗ሻ
௡

௜ୀଵ

, ௜ ൒ 0 (5) 

La expresión (4) agrupa las ݊ restricciones que definen la solución óptima ࢞∗. Para la figura 
2 se tiene: ݂׏ ൌ ଵ݄׏ଵሺ࢞∗ሻ ൅ ଵ଴݄׏ଵ଴ሺ࢞∗ሻ, ଵ, ଵ଴ ൒ 0.  

Definición 6: Sea el ángulo del cono Karush-Kuhn-Tucker (ángulo del cono KKT), 
denotado por ܽ݊݃ሺK∗ሻ, la cardinalidad del mínimo conjunto de restricciones en el cluster C 
que contiene N௕௜௡ௗ

∗  normalizado por su cardinalidad |C|. En la figura 2(a) ܽ݊݃ሺKଵ
∗ሻ ൌ

7/11 se obtiene de Cሺ׏ ଵ݂ሻ y de N௕௜௡ௗ
∗ ൌ ሼ10,	1ሽ,  mientras que en la figura 2(b) 

ܽ݊݃ሺKଶ
∗ሻ ൌ 2/11 se obtiene de Cሺ׏ ଶ݂ሻ y de N௕௜௡ௗ

∗ ൌ ሼ5,4ሽ.  

Definición 7: Sea el conjunto de restricciones supefluas, denotado por F, el conjunto de 
restricciones no atadas que, aunque delimitan el polítopo de soluciones factibles, sobre 
definen la solución óptima, y el conjunto de restricciones redundantes que no delimitan el 
polítopo. Las restricciones superfluas pueden ser calculadas en el vértice óptimo ࢞∗: 
F ൌ M െ N௕௜௡ௗ

∗ . Fൌሼ2,3,4,5,6,7,8,9,11ሽ para la función objetivo ଵ݂, y 
Fൌሼ1,2,3,6,7,8,9,10,11ሽ para ଶ݂.   

3.2 Partición por restricciones superfluas 

Se prevé que el conjunto de todas las restricciones M puede ser particionado en el conjunto 
de las restricciones superfluas y el conjunto de las restricciones atadas al óptimo:  

MൌF N௔௧௔
∗  

ൌ{9,	11,	8,	7,	2,	6,	3,	4,	5} ሼ૚, ૚૙ሽ 

ൌ{10,	9,	11,	8,	7,	1,	2,	6,	3,	4,	5} 

(6) 

El conjunto de las atadas N௔௧௔
∗  es el de las restricciones deseables, mientras que el conjunto 

de las superfluas F es el de las restricciones indeseables. En un problema de programación 
lineal definido en ܴ௡, la solución óptima está determinada solamente por las ݊ restricciones 
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de N௔௧௔
∗ . El resto son las restricciones superfluas de F. Si se conociera a priori el conjunto 

N௔௧௔
∗ , se determinaría inmediatamente la solución óptima. El algoritmo simplex puede ser 

considerado como un procedimiento de simplificación de M a N௔௧௔
∗ , con la particularidad 

de que N௔௧௔
∗  se determina hasta que el vértice óptimo ࢞∗ es alcanzado. En este capítulo se 

pretende reducir la cardinalidad del conjunto M antes de obtener a N௔௧௔
∗ .  

Aunque se conociera a priori un conjunto contenedor del conjunto de restricciones atadas, 
se insiste en agregar restricciones al sistema de desigualdades para que formen parte del 
conjunto de restricciones necesarias al problema de programación lineal. Estas restricciones 
son necesarias en el diseño de estrategias o en toma de decisiones. Otra causa de que las 
restricciones no atadas y las redundantes son incluidas en la formulación del problema es 
porque no se sabe a priori cuales son redundantes o no atadas. Para propósitos de 
optimización, algunas restricciones no atadas pueden ser suprimidas del problema y la 
información perdida por su supresión puede ser recuperada una vez que la solución óptima 
haya sido calculada.  

La inclusión indiscriminada de restricciones a un sistema de restricciones puede causar tres 
clases de problemas:  

(i) Problema de infactibilidad: consiste en que el polítopo dado de soluciones 
factibles puede ser vacío.  

(ii) Problema de redundancia: consiste en que el polítopo dado de soluciones 
factibles está contaminado con restricciones redundantes que nunca determinan 
la solución óptima.  

(iii) Problema de restricciones no atadas: consiste en que el polítopo dado de 
soluciones factibles tiene exceso de información, lo cual produce restricciones 
no atadas que incrementan la carga computacional. 

Los problemas de identificación de restricciones redundantes y no atadas se revisarán en la 
siguiente sección. El problema de infactibilidad se evitará por medio de la siguiente 
hipótesis que ya fue impuesta sobre el polítopo de soluciones factibles: 

P ൌ ሼ࢞ܴ௡|ࢍଵ்࢞ ൑ ܾଵሽ⋯ ሼ࢞ܴ௡|ࢍ௠் ࢞ ൑ ܾ௠ሽ ്  (7) 
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3.3 El cluster como fenómeno de polarización de 
restricciones 

En esta sección se propone explorar el fenómeno de polarización inducido por el gradiente 
 de la función objetivo de un problema de programación lineal y la forma de forzar a que ݂׏
las restricciones del problema se manifiesten como superfluas bajo su influencia. Para tal 
propósito se desplegarán y correlacionarán los datos asociados a clusters de restricciones.  
Se probará con tres problemas de programación lineal en ܴଶ definidos con un mismo 
polítopo P, el del ejemplo (2), y las siguientes funciones objetivo:  

ଵ݂ሺ࢞ሻ ൌ ሾെ1,െ2ሿ்࢞ 

ଶ݂ሺ࢞ሻ ൌ ሾ 1, 2ሿ்࢞ 

ଷ݂ሺ࢞ሻ ൌ ሾ			1, 0.8ሿ்࢞ 

 

 

(8) 

La figura 2 muestra el polítopo convexo P y los gradientes de las funciones objetivo ଵ݂ሺ࢞ሻ 
y ଶ݂ሺ࢞ሻ. El polítopo está delimitado por los hiperplanos de las restricciones de la 1 a la 10. 
Se han propuesto las restricciones 2 y 11 como redundantes para que forme parte de las 
restricciones superfluas que serán identificadas. La solución óptima es un vértice ࢞∗ en 
cada problema. El cono KKT K∗ሺ ଵ݂ሻ de la figura 2(a) está delimitado por los gradientes 
ଵ, mientras que el cono KKT  K∗ሺ݄׏ ଵ଴ y݄׏ ଶ݂ሻ de la figura 3(b) está delimitado por los 
gradientes ݄׏ସ y ݄׏ହ. Los clusters de restricciones son 
Cሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙	9	11		8		7		૚		2		6		3		4		5ሽ para el problema con función objetivo ଵ݂ y Cሺ ଶ݂ሻ ൌ
ሼ૞		૝		3		6		2		1		7		8		11	9	10ሽ para el problema con función objetivo ଶ݂.  

En la tabla 1 se comparan los clusters de restricciones Cሺ ଵ݂ሻ, Cሺ ଶ݂ሻ	ݕ	Cሺ ଷ݂ሻ para determinar 
si la posición de ׏ ௞݂ respecto del polítopo P afecta la concentración de las restricciones 
atadas N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ dispuestas en Cሺ ௞݂ሻ para ݇ ൌ 1,2,3.  

௞݂ሺ࢞ሻ Cሺ ௞݂ሻ N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ N௠௜௡ሺ ௞݂ሻ ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ 

ଵ݂ ሼ૚૙	9	૚૚		8		7		૚		2		6		3		4 5ሽ ሼ૚૙ ૚ሽ ሼ૚૙ 9 ૚૚ 8 7 ૚ሽ ܽ݊݃ሺK∗ሺ ଵ݂ሻሻ ൌ 6/11 

ଶ݂ ሼ૞		૝		3		6		2	 1		7		8		૚૚	9 10ሽ ሼ૞ ૝ሽ ሼ૞ ૝ሽ ܽ݊݃ሺK∗ሺ ଶ݂ሻሻ ൌ 2/11 

ଷ݂ ሼ૝		3		૞		2		1	 6		7		8		૚૚	9 10ሽ ሼ૝ ૞ሽ ሼ૝ 3 ૞ሽ ܽ݊݃ሺK∗ሺ ଷ݂ሻሻ ൌ 3/11 

Tabla 1: Registro de clusters de restricciones Cሺ ௞݂ሻ, ݇ ൌ 1, 2,3  

En la tabla, N௠௜௡ሺ ௞݂ሻ es el conjunto de restricciones de cardinalidad mínima que satisface:  
N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻN௠௜௡ሺ ௞݂ሻ	Cሺ ௞݂ሻ. La cardinalidad del conjunto N௠௜௡ሺ ௞݂ሻ puede usarse como 
medida angular del cono KKT: ܽ݊݃൫K∗ሺ ௞݂ሻ൯ ൌ |N௠௜௡ሺ ௞݂ሻ|/|Cሺ ௞݂ሻ| como se muestra en la 
columna 5 de la tabla 1. A partir de los datos de la tabla 1 y con los conos K∗ሺ ଵ݂ሻ y K∗ሺ ଶ݂ሻ 
de la figura 2, se deducen enseguida ciertas relaciones entre las cantidades ׏ ௞݂, Cሺ ௞݂ሻ, 
N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ y ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ.  
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1. Acumulamiento de restricciones atadas: El conjunto de restricciones atadas 
N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ está posicionado hacia la izquierda de Cሺ ௞݂ሻ por efecto de ׏ ௞݂. Recordar 
que la restricción "݆" está ordenada en Cሺ ௞݂ሻ de acuerdo al ángulo entre ׏ ௝݄ y ׏ ௞݂.  

2. Dispersión de las restricciones atadas: Mientras mayor es ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ mayor es 
la dispersión de las restricciones atadas N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ en Cሺ ௞݂ሻ. Notar que las  
restricciones de N௔௧௔

∗ ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙				૚ሽ están más dispersas en el cluster  Cሺ ଵ݂ሻ ൌ
ሼ૚૙		9		11		8		7		૚		2		6		3		4		5ሽ porque ܽ݊݃൫K∗ሺ ଵ݂ሻ൯ ൌ 6/11 es el mayor que el 
resto de los ángulos. Por el contrario, las restricciones de N௔௧௔

∗ ሺ ଶ݂ሻ ൌ ሼ૞				૝ሽ están 
más concentradas en Cሺ ଶ݂ሻ ൌ ሼ૞		૝		3		6		2		1		7		8		11		9		10ሽ porque ܽ݊݃൫K∗ሺ ଶ݂ሻ൯ ൌ
2/11 es el menor que el resto de los ángulos. Notar en la figura 2 que los ángulos en 
grados de los conos KKT son ܽ݊݃൫K∗ሺ ଵ݂ሻ൯ ≅ 90° y ܽ݊݃൫K∗ሺ ଶ݂ሻ൯ ≅ 60°.  

3. Acumulamiento de restricciones superfluas: El acumulamiento del conjunto de 
restricciones atadas N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ en las primeras posiciones de Cሺ ௞݂ሻ y la dispersión de 
sus restricciones determinan el acumulamiento de algunas restricciones superfluas en 
las últimas posiciones de Cሺ ௞݂ሻ.  

Como conclusión se puede decir que (i) el posicionamiento de N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ en Cሺ ௞݂ሻ es 

causada por ׏ ௞݂ y la dispersión de sus restricciones en Cሺ ௞݂ሻ es causada por el ángulo del 
cono KKT K∗ሺ ௞݂ሻ, y (ii) dado que las restricciones de N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ se posicionan a la 
izquierda de Cሺ ௞݂ሻ, las restricciones superfluas se posicionarán a la derecha de Cሺ ௞݂ሻ.  

3.3.1 Fenómeno de polarización de restricciones:  

El fenómeno de polarización eléctrica consiste en el acumulamiento en una región de un 
tipo de cargas eléctricas por la presencia de cargas de signo opuesto en una región próxima. 
Tal polarización se puede apreciar en el funcionamiento de un transistor de efecto de campo 
denominado como MOSFET [Sedra, A. S. et al (2006)] cuyo esquema se muestra en la 
figura 3 (a). El transistor MOSFET consiste de un sustrato de silicio tipo ݌, con portadores 
llamados ݄ݏ݋ݕ݋ representados en la figura por pequeños círculos, sobre el que se 
construyen regiones tipo ݊ conectadas a las terminales ܵ y ܦ. Una fuente de voltaje ீݒௌ se 
conecta a las placas de un capacitor formado por una placa metálica y el sustrato. Las 
placas están separadas por una tercera placa de óxido que funciona como dieléctrico.  

El efecto polarizador de ீݒௌ se muestra en la figura 3 (a). Cuando ீݒௌ ് 0 el canal tipo ݊ 
es inducido en el cuerpo del sustrato con el propósito de permitir una corriente eléctrica 
entre las terminales ܦ y ܵ, pero con ீݒௌ ൌ 0 el canal desaparece. El canal tipo ݊ mostrado 
se ha formado parcialmente con cargas negativas entre algunos hoyos por debajo de la 
placa de óxido. La entidad polarizadora es la fuente de voltaje ீݒௌ, mientras que las cargas 
negativas en el sustrato son las entidades sujetas al efecto de la polarización.  

 

 

 

 



 

  

 

 
 

El efe
gradie
cada 
N௔௧௔

∗ ሺ
valor 
ሼ૞		૝		

El fen
una fu
al efe
corres

 

 

 

׏

׏

׏

Fig. 

ecto polariza
ente ׏ ௞݂ atra
ܽ݊݃൫K∗ሺ ௞݂ሻ
ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙			
de ܽ݊݃൫K∗

3		6		2		1		7	

ómeno de ag
uente de volt
ecto polariz
pondencias 

׏ ଵ݂ ൌ ሾെ1,െ

׏ ଶ݂ ൌ ሾ			1,				

׏ ଷ݂ ൌ ሾ			1, 0.

3: Fenómen
(b)

ador de ׏ ௞݂
ae las restric
ሻ൯ las acerc
	૚ሽ en Cሺ ଵ݂
ሺ ଵ݂ሻ൯ ൌ 6/1
	8		11		9		10

grupamiento
taje ீݒௌ pued
zador de ׏
entre el fenó

െ2ሿ் Cሺ ଵ݂ሻ

2ሿ் Cሺ ଷ݂ሻ

.8ሿ் Cሺ ଶ݂ሻ

Ó
ܵ 

݊	 

no de polariz
) por gradien

 y del ángu
cciones de N
ca o las ap
ሻ ൌ ሼ૚૙		9		
11. Pero la 
0ሽ es causada

o de cargas e
de ser compa
׏ ௞݂ y de 
ómeno eléctr

ሻ ൌ ሼ૚૙ 9 ૚

ሻ ൌ ሼ૞ ૝ 3

ሻ ൌ ሼ૝ 3 ૞

Ó݋݀݅ݔሺܱܵ݅ଶሻ

 ௌீݒ

ݐݏݑܵ

- - - - -

(b) 

(a) 

zación: (a) po
nte ׏ ௞݂ y po

30

ulo de K∗ሺ݂
N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ ha
parta de est
11		8		7		૚		2
concentració

a por el bajo 

eléctricas neg
arado con el
ܽ݊݃ሺK∗ሺ݂

rico y el fenó

૚ 8 7 ૚ 2

6 2 1 7 8

2 1 6 7 8

ሻ 

ݎݐ݈ܿ݁ܧ
ሺ݉݁ܽݐ

݅݊

݋ݐܽݎݐ ݋݌݅ݐ ݌

 ܩ

 ܤ

- -    -       -

or fuente elé
r ángulo del

௞݂ሻ se obser
acia el lado 
te lado izqu
2		6		3		4		5ሽ
ón de N௔௧௔

∗

 valor de ܽ݊

gativas sujet
l agrupamien
௞݂ሻሻ. La ta
ómeno numé

6 3 4 5ሽ 

8 ૚૚ 9 10ሽ 

8 ૚૚ 9 10ሽ 

 ݋݀݋
݈ܽሻ 

݈ܽ݊ܽܥ
݋݌݅ݐ ݊  
 ݋݀݅ܿݑ݀݊

ܦ

݊  

ݏ݋ݕ݋ܪ

- - 

éctrica en un 
l cono KKT 

 

rva en la fig
izquierdo d

uierdo. La 
es causada 
ሺ2ሻ ൌ ሼ૞				૝
݊݃൫K∗ሺ ଶ݂ሻ൯

tas al efecto 
nto de restric
abla 2 mu
érico.  

ܽ݊݃൫K∗ሺ

ܽ݊݃൫K∗ሺ

ܽ݊݃൫K∗ሺ

 ݏ

transistor M
K∗ሺ ௞݂ሻ.  

gura 3 (b). 
de Cሺ ௞݂ሻ, pe
dispersión 
por el amp
૝ሽ en Cሺ ଶ݂ሻ
ൌ 2/11.  

polarizador 
cciones sujet

uestra algun

ሺ ଵ݂ሻ൯ ൌ 6/1

ሺ ଶ݂ሻ൯ ൌ 2/1

ሺ ଷ݂ሻ൯ ൌ 3/1

MOSFET y 

El 
ero 
de 
lio 
ൌ

de 
tas 
nas 

1 

1 

1 



 31

Polarización eléctrica Polarización numérica 

Entidad polarizadora: ீݒௌ Entidades polarizadoras:  
׏ ௞݂ y ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ 

Canal inducido tipo ݊ Zona izquierda de Cሺ ௞݂ሻ 

Cargas eléctricas negativas 
en el canal 

Restricciones de N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ en 

la zona izquierda de Cሺ ௞݂ሻ 

Hoyos en el canal Restricciones superfluas en la 
zona izquierda de Cሺ ௞݂ሻ 

Hoyos en el sustrato Restricciones superfluas en la 
zona derecha de Cሺ ௞݂ሻ 

 
Tabla 2: Comparación de la polarización eléctrica y la numérica 

De este análisis se concluye que existe una polarización de las restricciones en el cluster 
Cሺ ௞݂ሻ. Aunque la polarización se puede apreciar en Cሺ ௞݂ሻ, la selección de las restricciones 
superfluas a partir de Cሺ ௞݂ሻ, ׏ ௞݂ y ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ no es factible. Una buena razón es que 
ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ  solo se conoce hasta que el problema de programación lineal es resuelto. Por 
tanto la polarización de restricciones en Cሺ ௞݂ሻ es de interés conceptual.  

3.3.2 Condiciones del conjunto de restricciones superfluas:  

Se ha encontrado que el gradiente ׏ ௞݂ de la función objetivo y el ángulo del cono KKT 
ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ son los agentes polarizadores de las restricciones de Cሺ ௞݂ሻ. La polarización 
hace que las restricciones atadas N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ se acumulen en el extremo izquierdo de Cሺ ௞݂ሻ y 
que las restricciones superfluas se acumulen en el derecho. Sea F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ al conjunto de 
restricciones superfluas. Para precisar el concepto de F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ se establecen enseguida las 
condiciones necesarias que debe satisfacer.  

Se da por hecho que las restricciones del conjunto F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ se concentran en el extremo 
derecho de Cሺ ௞݂ሻ. Se propone por tanto que el conjunto de restricciones superfluas 
F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ satisfaga las dos condiciones siguientes:  

(i) Condición de superfluidad: N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ	F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ 

(ii) Condición de partición: F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ particiona Cሺ ௞݂ሻ como sigue 

Cሺ ௞݂ሻ ൌ Nሺ ௞݂ሻ	F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ  y Nሺ ௞݂ሻ F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ ൌ  (9) 

Dado que las restricciones de Nሺ ௞݂ሻ son vecinas angulares de ׏ ௞݂ será llamado 
vecindad angular de ׏ ௞݂. Dado que N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ	F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ, Nሺ ௞݂ሻ debe  satisfacer 
la propiedad siguiente:  

N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ Nሺ ௞݂ሻ 

de tal forma que la cardinalidad de F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ sea del mayor valor posible. 

(10) 
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La partición (9) sugiere que F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ puede ser suprimido de Cሺ ௞݂ሻ siempre que F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ 
o Nሺ ௞݂ሻ sean calculables. En el peor de los casos se puede tener Nሺ ௞݂ሻ ൌ Cሺ ௞݂ሻ y 
F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ ൌ , aunque se buscará que F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ ് . Notar que la vecindad Nሺ ௞݂ሻ puede 
reemplazar a Cሺ ௞݂ሻ para propósitos de optimización siempre que N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ	Nሺ ௞݂ሻ.  

Para ilustrar la formación de la partición (9) consideremos Cሺ ଵ݂ሻ en la suposición de que 
N௔௧௔

∗ ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙	૚ሽ es conocido. Una partición (no única) es la siguiente:  

Cሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙ 9 11 8 7 ૚ 2 6 3 4 5ሽ 
                ൌ ሼ૚૙ 9 11 8 7 ૚ 2 6ሽ ሼ 3 4 5ሽ 

ൌ Nሺ ଵ݂ሻ F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ  

 

Donde 

Nሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙	9	11		8		7		૚ 2 6ሽ con la propiedad N௔௧௔
∗ ሺ ଵ݂ሻ Nሺ ଵ݂ሻ 

F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ	3		4		5ሽ con la propiedad N௔௧௔
∗ ሺ ଵ݂ሻ F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ  

 

3.3.3 Formulación del problema de identificación de restricciones 
superfluas:  

Dado el conjunto Cሺ ௞݂ሻ de restricciones polarizadas, determinar el conjunto de restricciones 
superfluas F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ que satisfaga: 

(i) Condición de superfluidad: N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ	F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ 

(ii) Condición de partición: Cሺ ௞݂ሻ ൌ Nሺ ௞݂ሻ	F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ  y Nሺ ௞݂ሻ	F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ ൌ  

Estas condiciones aseguran la existencia de F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ y por tanto de la vecindad angular 
Nሺ ௞݂ሻ, pero no provee alguna guía para determinar estos conjuntos. En las secciones que 
siguen se mostrará que F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ es calculable. Ya fue establecido que el cálculo de 
F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ a partir de Cሺ ௞݂ሻ, ׏ ௞݂ y ܽ݊݃ሺK∗ሺ ௞݂ሻሻ no es factible porque K∗ሺ ௞݂ሻ es conocido 
sólo hasta que el problema de programación de interés ha sido resuelto. 

3.4 Identificación de restricciones superfluas 

Aunque el cluster de restricciones Cሺ ௞݂ሻ exhibe el fenómeno de polarización debido a ׏ ௞݂ y 
K∗ሺ ௞݂ሻ, no es factible el cálculo de las restricciones superfluas F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ a partir de Cሺ ௞݂ሻ 
debido a que K∗ሺ ௞݂ሻ es conocido sólo hasta que se ha calculado la solución. Además del 
cono KKT K∗ሺ ௞݂ሻ, en esta sección se usarán los conos llamados cono de mejora y cono de 
factibilidad para determinar el conjunto de restricciones superfluas F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ.  

Se ha observado que los gradientes ׏ ௝݄ de las restricciones en Nሺ ௞݂ሻ gravitan 
angularmente en la vecindad de ׏ ௞݂ mientras los gradientes de las restricciones en 
F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ permanecen angularmente apartadas de ׏ ௞݂. Se ha observado también que los 
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Considerando los datos numéricos de la tabla en la figura 6, las 11 restricciones pueden ser 
ordenadas de acuerdo a los valores de ݏ݋ܥ൫௝൯ , ݆ ൌ 1, 2,⋯ ,11, de mayor a menor. Se 
obtiene por tanto el siguiente cluster de restricciones:  

Cሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙ 9 11 8 7 ૚ 2 6 3 4 5ሽ  

De los elementos de Cሺ ଵ݂ሻ y de la gráfica de la figura 6 se observa que la restricción 
angularmente más próxima a ׏ ଵ݂ es la 10, mientras que las más lejana angularmente es la 5. 
Se observa también que la línea de referencia ܳ separa los valores de ݏ݋ܥ൫௝൯ en dos 
conjuntos produciéndose por tanto un fenómeno de polarización de restricciones. Aunque 
׏ ଵ݂ es el agente polarizador, la línea ܳ funciona como discriminante.  

3.3.2 Criterio angular por polarización para identificación de 
restricciones superfluas 

De la figura 7 notamos que las medidas angulares cos൫௝൯ , ݆ ൌ 1, 2,⋯ , 11 son de doble 
utilidad. Sus valores relativos definen el cluster de restricciones como se acaba de mostrar, 
mientras que sus signos determinan la polarización de las restricciones en dos conjuntos, 
como se muestra enseguida.  

Consideremos ahora la gráfica de la figura 6 en la suposición de que el conjunto N௔௧௔
∗ ሺ ଵ݂ሻ 

es desconocido. Notamos que los signos de las medidas angulares cos൫௝൯ , ݆ ൌ 1, 2,⋯ , 11 
respecto de la línea ܳ tienen significados relacionados con la vecindad angular Nሺ ଵ݂ሻ y por 
tanto con el conjunto de restricciones superfluas F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ. Por observación visual de la 
gráfica y la tabla de la figura 6 notamos que la restricción "݆" cuya medida angular ݏ݋ܥ	ሺ௝ሻ 
es positiva pertenece a la vecindad angular Nሺ ଵ݂ሻ, teniéndose: Nሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚, 7, 8, 9, ૚૙, 11ሽ. 
Se propone por tanto que la vecindad angular Nሺ ௞݂ሻ sea calculada como sigue:  

0 2 4 6 8 10 12
-2

-1

0

1

2

:ݏ݁݊݋݅ܿܿ݅ݎݐݏܴ݁ ݆ ൌ 1, 2,⋯11 

cos	ሺ௝ሻ 
ܳ 

             Fig. 6: Polarización angular de restricciones 

׏ ଵ݂ 
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Nሺ ௞݂ሻ ൌ ሼ݆Mሺ ௞݂ሻ|݋ܥ ൫௝൯ݏ ൒ 0ሽ (13) 

Donde Mሺ ௞݂ሻ es el conjunto original de restricciones. Podría usarse Cሺ ௞݂ሻ en lugar de 
Mሺ ௞݂ሻ, lo cual no es conveniente porque Cሺ ௞݂ሻ tiene un costo computacional, por tanto, 
Cሺ ௞݂ሻ será sólo de interés conceptual.  

Por su parte, la restricción "݅" cuya medida angular cos	ሺ௜ሻ es estrictamente negativa 
pertenece al conjunto de restricciones superfluas F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ. Para la figura 6 se tiene: 
F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ2, 3, 4, 5, 6ሽ. Se propone por tanto que el conjunto de restricciones superfluas 
sea calculado como sigue:  

F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ ൌ ሼ݆Mሺ ௞݂ሻ|݋ܥ ൫௝൯ݏ ൏ 0ሽ (14) 

Las expresiones para Nሺ ௞݂ሻ y F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ dadas en (12) y (13) respectivamente constituyen 
el criterio angular por polarización para la identificación de restricciones superfluas, las 
cuales satisfacen la condición de partición del cluster de restricciones.   

El resultado de la polarización para nuestro ejemplo son los conjuntos Nሺ ଵ݂ሻ y F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ. 
Como se puede observar en la gráfica de la figura 7, la polarización de las restricciones del 
problema de programación dado es cuantificada por la línea ܳ. Las restricciones cuyas 
medidas angulares ݏ݋ܥ	ሺ௜ሻ están debajo de ésta línea son restricciones superfluas. La 
polarización de restricciones determinada de esta forma también se observa en el cluster de 
restricciones Cሺ ଵ݂ሻ. Las restricciones de  Nሺ ଵ݂ሻ se posicionan hacia el lado izquierdo de 
Cሺ ଵ݂ሻ mientras que las de F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ se posicionan hacia su lado derecho. Dado que 
N௔௧௔

∗ ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚, ૚૙ሽ, es fácil ver que los conjuntos Nሺ ଵ݂ሻ y  F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ satisfacen las 
condiciones de partición y de superfluidad: 

Cሺ ଵ݂ሻ ൌ Nሺ ଵ݂ሻ	F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ  y  Nሺ ଵ݂ሻ	F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ ൌ  

N௔௧௔
∗ ሺ ଵ݂ሻ	Nሺ ଵ݂ሻ,  N௔௧௔

∗ ሺ ଵ݂ሻ	F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ 

Aunque la clasificación de Cሺ ଵ݂ሻ en Nሺ ଵ݂ሻ y F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ se realizó en ܴଶ, la clasificación es 
también válida para ܴ௡. Es decir, la medida angular ݏ݋ܥ	ሺ௝ሻ sigue siendo una curva en un 
plano a pesar de que los vectores gradientes estén en ܴ௡, ݊ ൒ 2, lo cual se explica como 
sigue:   Como se observa en la figura 6, la proyección ortogonal de ׏ ௝݄ sobre ׏ ଵ݂ es:  

׏ ௝݄
 ൌ ׏|| ௝݄||ݏ݋ܥሺ௝ሻ׏ ଵ݂

෢  (15) 

Por tanto ݏ݋ܥ൫௝൯ es una cantidad que se puede medir sobre un eje de los reales alineado 
con ׏ ଵ݂ y origen el punto ࢚ࢗ. Para un problema de programación lineal dado, ׏ ଵ݂ es 
constante y el eje de los reales alineado con él es fijo. Dado que la proyección ortogonal 
׏ ௝݄

 está definida en ܴ௡ y se encuentra sobre ׏ ଵ݂,  la medida angular ݏ݋ܥሺ௝ሻ es válida en 
el espacio ܴ௡. Notar que para el espacio ܴ௡, la línea de referencia ܳ que pasa por los 
puntos ࢚࢞ y ࢚ࢗ pertenece a un hiperplano. Este hiperplano separa el conjunto de 
restricciones Nሺ ଵ݂ሻ del conjunto de restricciones superfluas F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ. Este hiperplano es 
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de interés conceptual, aunque podría ser calculado en términos de ࢚ࢗ. Es decir, la línea de 
referencia ܳ es suficiente para propósitos de polarización de restricciones.  

3.3.3 Conos convexos de mejora y de factibilidad 

La identificación de los conjuntos Nሺ ௞݂ሻ y F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ por medio de la evaluación de los 
signos de cos൫௝൯ , ݆ ൌ 1, 2, …݉ respecto de la línea ܳ es razonable. Sin embargo, no se ha 
garantizado que estos conjuntos satisfagan la condición de superfluidad: 

N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ	Nሺ ௞݂ሻ, o bien N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ  

Definiremos enseguida los conos de direcciones factibles  y de direcciones de mejora para 
intentar formalizar la identificación de Nሺ ௞݂ሻ y F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ por medio de (20) y (21) 
respectivamente. La figura 5 muestra dos conos que son de nuestro interés: el de 
direcciones factibles Kி஺஼

௧  y el de direcciones de mejora Kொ௃ைோ஺
	  con vértices 

posicionados en ࢚ࢗ. En la figura 8, los vértices de Kி஺஼
௧  y Kொ௃ைோ஺

	  han sido desplazados a 
࢚࢞ para propósitos de comparación. Enseguida se precisan sus definiciones.  

Definición 8: Cono de direcciones factibles Kி஺஼
௧   

El cono de direcciones factibles del polítopo P en ࢚࢞ se denota por Kி஺஼
௧  y se define como: 

Kி஺஼
௧ ൌሼࢊܴ௡	|	ࢊ ് ૙, ሺ࢚࢞ ൅ ࢊሻ P ܽݎܽ݌  ݋݀݋ݐ  ∈ ሺ0,  ሻ ܽݎܽ݌ ݈ܽ݃ú݊	 ൐ 0ሽ (16) 

Cada vector ࢊKி஺஼
௧  distinto de cero es llamado una dirección factible. Para un polítopo P 

determinado por restricciones lineales como el de la figura 8, el vértice del cono puede estar 
en un vértice del polítopo P, el ࢚࢞, y sus lados son por tanto hiperplanos que delimitan P. 
El vector ሺ࢚࢞ ൅ ሻ puede salirse de P pero no ሺ࢚࢞ࢊ ൅ ࢊሻ. Notemos que  Kி஺஼

௧  es convexo y 
que PKி஺஼

௧ . 

Definición 9: Cono de direcciones de mejora Kொ௃ைோ஺
	  

El cono de direcciones de mejora de la función objetivo ௞݂ en ࢚࢞ se denota por Kொ௃ைோ஺
	  y 

se define como sigue: 

Kொ௃ைோ஺
	 ൌሼࢊܴ௡ | ሺ׏ ௞݂ሻ்ࢊ ൐ 0ሽ (17) 

Para el ejemplo en ܴଶ que se está analizando, el cono Kொ௃ைோ஺
	  está ligeramente despegado 

de la línea ܳ como se intenta mostrar en la figura 8. Notemos que Kொ௃ைோ஺
	  es un conjunto 

convexo.  
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3.3.6 Conclusiones derivadas del teorema de optimalidad: 

El teorema muestra que ࢞∗ es solución óptima de un problema de programación lineal si y 
solo si Kொ௃ைோ஺

	 	Kி஺஼
∗ ൌ . Es decir, si ׏ ௝݄Kொ௃ைோ஺

	  entonces ׏ ௝݄Kி஺஼
∗  y no más.  

En otras palabras, la condición: ׏ ௝݄Kொ௃ைோ஺
	  implica ׏ ௝݄Kி஺஼

∗  asegura que ࢞∗ es 
solución óptima, pero no asegura que ׏ ௝݄ delimite el cono KKT K∗ para ݆Nሺ ௞݂ሻ. Es 
decir, no se puede asegurar que K∗	Kொ௃ைோ஺

	 . No se puede garantizar por tanto la 
condición de superfluidad: N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ	Nሺ ௞݂ሻ.  

Lo que es cierto es que en muchas ocasiones sucede K∗	Kொ௃ைோ஺
	  y sucede por tanto 

N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ	Nሺ ௞݂ሻ. Este es el caso del problema de programación lineal dado en (2) con 

cluster de restricciones Cሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙	9	11		8		7		૚		2		6		3		4		5ሽ mostrado en la figura 4. Para 
estos casos se diseñará un mecanismo de identificación de restricciones superfluas. 

3.3.7  Mecanismo de identificación de restricciones superfluas por 
criterio angular 

Suponiendo que K∗	Kொ௃ைோ஺
	 , los conjuntos Nሺ ௞݂ሻ y F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ satisfacen las condiciones 

de superfluidad. Si este es el caso, el conjunto de restricciones superfluas podrá ser 
identificado por medio del mecanismo presentado enseguida. 

 

 

 

 

 

 
 

Tabla 3: Mecanismo de identificación de restricciones superfluas por criterio angular. 

La sustitución del conjunto M del problema de programación lineal por la vecindad angular 
Nሺ ௞݂ሻ implica la supresión automática de las restricciones superfluas F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ y la 
elección de Nሺ ௞݂ሻ como dato de entrada al algoritmo simplex. Es decir, el mecanismo de la 
tabla 3 es un procedimiento computacional que cae en la clase de los métodos conocidos 
como métodos de pre-solución.  

Para el problema de programación lineal dado en (1): 

1. Calcular: ൛cos൫௝൯ห ൫௝൯ݏ݋ܥ ൌ 
ሺ׏௙	ሻ೅׏௛ೕ

||௛ೕ׏||.||	௙׏||
 , ݆Mሽ  

2. Calcular: 
 Nሺ݂ሻ ൌ ൛݆Mห݋ܥ ൫௝൯ݏ ൒ 0ൟ 
 F௔௡௚ሺ݂ሻ ൌ ሼ݆M|݋ܥ ൫௝൯ݏ ൏ 0ሽ 

3. Sustituir el conjunto M de todas las restricciones del problema de 
programación lineal por la vecindad angular Nሺ ௞݂ሻ.  
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3.3.8  Complejidad del algoritmo después de la supresión por 
criterio angular 

Consideremos un problema de programación lineal en el espacio ܴ௡ caracterizado por ݉ 
restricciones y ሺ݉ ൅ ݊ሻ variables, en el cual la matriz básica ܤ es cuadrada y de dimensión 
݉. La complejidad computacional del algoritmo simplex en la optimización de este 
problema depende del número de formas de elegir los vectores columna de ܤ de entre un 
total de ሺ݉ ൅ ݊ሻ vectores. Es decir, la complejidad del algoritmo al resolver el problema 
original con ݉ restricciones está dada por la siguiente expresión [Hillier]: 

ሺ݉ሻܥ ൌ ൬
݉ ൅ ݊
݉

൰ ൌ
ሺ݉ ൅ ݊ሻ!
݉! ݊!

 (19) 

Sea ݉௔௡௚ el número de restricciones que quedan después de la supresión de las 
restricciones superfluas por criterio angular. Por tanto, después de esta supresión, la 
complejidad computacional del algoritmo simplex queda como sigue: 

ሺ݉௔௡௚ሻܥ ൌ ቆ
݉௔௡௚ ൅ ݊
݉௔௡௚

ቇ ൌ
൫݉௔௡௚ ൅ ݊൯!
݉௔௡௚! ݊!

 (20) 

Para evaluar los cambios de complejidades por cambio de dimensión ݉	݉௔௡௚, 
consideremos el problema definido en el espacio ܴଶ dado en (2). Los datos determinados 
para este problema se resumen enseguida:  

Cሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙ 9 11 8 7 ૚ 2 6 3 4 5ሽ 
Nሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ૚૙	9	11		8 7 ૚ሽ y F௔௡௚ሺ ଵ݂ሻ ൌ ሼ2 6 3 4 5ሽ 

 

Para este ejemplo se tiene ݉ ൌ |Cሺ ଵ݂ሻ| ൌ 11, ݉௔௡௚ ൌ |Nሺ ଵ݂ሻ| ൌ 6, y dado que el 
problema está definido en el espacio ܴଶ se tiene ݊ ൌ 2.  Por tanto las complejidades antes y 
después de la supresión quedan como sigue: 

ሺ݉ሻܥ ൌ ൬
݉ ൅ ݊
݉

൰ ൌ ൬
13
11
൰ ൌ 78 

ሺ݉௔௡௚ሻܥ ൌ ቆ
݉௔௡௚ ൅ ݊
݉௔௡௚

ቇ ൌ ൬
8
6
൰ ൌ 28 

La razón de dimensiones por supresión angular se expresa como: 

௠
	 ൌ

݉௔௡௚

݉
ൌ

6
11

ൌ 0.5455 (21) 

Para el cambio de complejidad ܥ௢௥௜௚	ܥ௔௡௚ se define la siguiente razón de complejidades 
por supresión angular: 
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Kொ௃ைோ஺
	 , po
hay algu

sta que se d
ሺ ௞݂ሻ y que N

ue no se sa
l menos una 
do por no pe
del cono de 
tal manera 

se encuentre 

 

݄ଵ excluido d

1 

2

3
4 

5 
6 

 

Kி஺஼
௧

Kி஺஼
௧

ଵݔ

ଶݔ

#

 ࢚ࢗ

P 

࢞∗

590 

perfluas F௔௡
ad angular 
complejidad

por con

or lo que se 
unos casos 
determina un
Nሺ ௞݂ሻ ha su

atisface la c
restricción 

ertenecer al 
mejora. La 
que el grad
fuera del co

del Cono KK

 ଵ݄׏

2 

 ଶ݄׏
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De acuerdo al criterio angular adoptado hasta este momento, las restricciones seleccionadas 
como superfluas son las que no se encuentran en el cono de mejora, y entre ellas está la 
restricción 1 cuyo gradiente ݄׏ଵ está fuera de éste cono. Los resultados numéricos de las 
medidas angulares de las 11 restricciones de la figura 11 se despliegan en la figura 12. 

 

Fig. 11: Medida angular ݏ݋ܥሺ	௝ሻ de la ݆ െésima restricción 

Aplicando el criterio angular expresado en (21) a las restricciones de la figura 12 se obtiene 
el conjunto de restricciones superfluas:  

F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ ൌ ሼ݆Mሺ ௞݂ሻ|݋ܥ ൫௝൯ݏ ൏ 0ሽ ൌ ሼ૚		3		4		5		6ሽ 

Este criterio construye F௔௡௚ሺ ௞݂ሻ con restricciones que no están en el cono Kொ௃ைோ஺
	 , y entre 

ellas está la restricción ૚ que delimita K∗. Dado que las restricciones que no están en 
Kொ௃ைோ஺
	  se suprimen, la restricción ૚ no formará parte de la solución del problema y el 

algoritmo KKT fallará produciendo una solución ࢞∗ determinada por N௔௧௔
∗ ሺ ௞݂ሻ ൌ ሼ2, 10ሽ, 

la cual es infactible como se muestra en la figura 11.  

El mecanismo de supresión de restricciones superfluas por criterio angular de la tabla 3 es 
correcto excepto cuando N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ	Nሺ ௞݂ሻ. La pregunta natural que surge ahora es que si 
existe una forma de detectar las restricciones que están fuera del cono Kொ௃ைோ஺

	  de manera 
que al ser insertadas a Nሺ ௞݂ሻ se pueda satisfacer la condición de superfluidad: 
N௔௧௔

∗ ሺ ௞݂ሻ	Nሺ ௞݂ሻ.  

La respuesta es que sí existe una forma de detección de restricciones externas al cono 
Kொ௃ைோ஺
	 , la cual será desarrollada en el capítulo 5. Por tanto, el mecanismo de supresión 

de restricciones superfluas por criterio angular de la tabla 3 será mantenido con fallas en 
casos excepcionales para ser mejorado más adelante.  

3.6 Algoritmo simplex KKT 

El algoritmo simplex KKT es el algoritmo simplex revisado como es expuesto por Chvatal 
(1983), al cual se le ha insertado: (a) el mecanismo de identificación de restricciones 
superfluas y (b) el procedimiento de optimalidad que calcula el vértice frontera ࢞# en ݊ 
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iteraciones. El algoritmo simplex KKT se presenta en la tabla 4. El problema de 
programación lineal de interés fue establecido en (1) y se reescribe enseguida: 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ  ்࢞ࢉ

:ܽ	݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ ௝ࢇ
்࢞ ൑ ௝ܾ, ݆ ൌ 1,⋯݉ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Tabla 19: Algoritmo simplex KKT 

݂ ൌ ேࢉ
்࢞ே ൅ ஻ࢉ

்࢞஻ 

ࡺ࢞ܰ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  ࢈

Calcular la vecindad angular Nሺ݂ሻ por medio del ݉݁ܿܽ݊݅݋݉ݏ ݀݁ ó݂݊݅ܿܽܿ݅݅ݐ݊݁݀݅ ݀݁  
  .ݏܽݑ݈݂݈ݎ݁݌ݑݏ	ݏ݁݊݋݅ܿܿ݅ݎݐݏ݁ݎ

Ajustar el problema de programación lineal original a las restricciones de Nሺ݂ሻ: 

Construir un conjunto  de índices de las variables de decisión ݔଵ, ⋯,ଶݔ ,   .௡ݔ

Para cada iteración ݐ ൌ 1, 2,⋯ ejecutar los cinco pasos siguientes [Chvatal (1983)]:  

Paso 1. Resolver el sistema: ்࢟ܤ ൌ ஻ࢉ
்  

Paso 2. Seleccionar una columna entrante ሾ݋ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿ݋ݎ݌	݁݀	݈݀ܽ݀݅ܽ݉݅ݐ݌݋ሿ:  
Si  ് :  

Paso 2.1: La columna entrante puede ser una columna ࢑ࡺ de la matriz no 
básica ܰ tal que ݇ y ்࢟࢑ࡺ es menor que el correspondiente componente 
de ࢉே

் . Si existe tal columna suprimir el índice ݇ del conjunto .  
Paso 2.2: Si con el paso 2.1 no fue posible seleccionar una columna entrante, 
la columna entrante puede ser una columna ࢑ࡺ de la matriz no básica ܰ tal 
que ݇ y ்࢟࢑ࡺ es mayor que el correspondiente componente de ࢉே

் . Si 
existe tal columna suprimir el índice ݇ del conjunto .  
Paso 2.3 Si no existe columna entrante, entonces la solución corriente es 
óptima.  

En otro caso ሺ ൌ ሻ:  
la columna entrante puede ser una columna ࢑ࡺ de la matriz no básica ܰ tal 
ேࢉ es menor que el correspondiente componente de ࢑ࡺ்࢟

் . Si no existe tal 
columna, entonces la solución corriente es óptima.  

Paso 3. Resolver el sistema: ࢊܤ ൌ   .࢑ࡺ

Paso 4. Encontrar el mayor número  tal que ࢞஻ െ ࢊ ൒ 0. Si no hay tal , entonces 
el problema es no acotado. De otra forma, al menos un componente  de ࢞஻ െ ࢊ es 
igual a cero y la correspondiente variable ݔ஻௥ estará abandonando la base.  

Paso 5. Hacer el valor de la variable entrante ݔே௞ igual a  y reemplazar el valor de 
࢞஻ por ࢞஻ െ ࢊ. Reemplace la columna saliente de la matriz básica ܤ por la columna 
entrante ࢑ࡺ y reemplace la variable saliente ݔ஻௥ por la variable entrante ݔே௞.  
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Los pasos 1,3, 4 y 5 son una transcripción del algoritmo simplex revisado presentado por 
Chvatal (1983). El paso 2 original ha sido transformado para que se puedan procesar 
variables libres y, por medio del vaciado del conjunto  de índices de las variables de 
decisión, se pueda arribar al vértice frontera ࢞# en ݊ iteraciones. Después de que  ha sido 
vaciado, el algoritmo simplex KKT funciona como un algoritmo simplex revisado 
procesando un problema de dimensión reducida.  

3.7 Conclusiones 

En este capítulo se ha desarrollado un algoritmo denotado como algoritmo simplex KKT 
para resolver la clase de problemas de programación lineal en el espacio ܴ௡ que modelan la 
sujeción de cuerpos rígidos por manos robóticas. Las suposiciones básicas en estos 
problemas son: (i) el único punto de inicio conocido es el origen de ܴ௡ en el interior del 
polítopo de soluciones factibles, (ii) el polítopo es no vacío y (iii) el polítopo es no 
degenerado. El algoritmo simplex KKT es el algoritmo simplex revisado como es expuesto 
por Chvatal (1983), al cual se le han insertado: (a) el procedimiento de optimalidad 
desarrollado en el capítulo 3 en el que se calcula el vértice frontera ࢞# en ݊ pasos, y (b) el 
mecanismo de identificación de restricciones superfluas basado en el criterio angular. Por 
tanto, el algoritmo simplex KKT inicia en un punto interior del polítopo de soluciones 
factibles, migra hacia un vértice en su frontera y continúa hasta llegar al vértice óptimo.  

De acuerdo a experimentos realizados en ܴଶ, se prevé que el algoritmo simplex KKT 
reduzca los tiempos de cálculo de la decisión de sujeción por manos robóticas. El 
experimento realizado en este capítulo mostró una reducción de la dimensión del problema 
de programación lineal del orden de 50%.  

Se encontró que el mecanismo de identificación de restricciones superfluas basado en el 
criterio angular es útil solo cuando el cono KKT es subconjunto del cono de mejora, en otro 
caso el mecanismo falla. La falla sucede porque al menos una de las restricciones atadas al 
vértice óptimo ha sido suprimida por el mecanismo. Las restricciones suprimidas podrán 
ser detectadas por medio del criterio de coordenadas que será desarrollado en el capítulo 5. 

En este capítulo se desarrolló un concepto de polarización de restricciones el cual nos 
habilita a identificar restricciones superfluas. Se encontró que las entidades polarizadoras 
son el gradiente ݂׏ de la función objetivo y el cono KKT K∗ asociados a un problema de 
programación lineal. Las entidades sujetas a la polarización son las "݉" restricciones del 
problema de programación lineal. El fenómeno de polarización de las restricciones sucede a 
través de cantidades derivadas de ellas que son sensibles a la polarización: (i) ݏ݋ܥ൫௝൯, ݆ ൌ
1,⋯ ,݉ y (ii) ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉. Donde ௝ es el ángulo entre el gradiente ׏ ௝݄ de la ݆ െésima 

restricción y ݂׏, y ௝ es una coordenada KKT que será definida en el capítulo 5. La 

polarización de restricciones por medio de ݏ݋ܥ൫௝൯ dio como resultado el mecanismo de 
identificación de restricciones superfluas por criterio angular. La polarización por medio de 
la coordenada KKT ௝ será explorada en el capítulo 5.  
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Se comprobó la hipótesis de la existencia de una clase de polarización de restricciones de 
un problema de programación lineal, la cual está fundamentada en las siguientes 
cantidades: (i) el gradiente ݂׏ de la función objetivo y el cono KKT K∗ como entidades 
polarizadoras y (ii) ݏ݋ܥ൫௝൯ como entidad sensible a la polarización. La polarización fuerza 
a las restricciones a agruparse en dos clases: (i) el conjunto de restricciones candidatas a 
delimitar el cono KKT y (ii) el conjunto de restricciones que contiene algunas restricciones 
superfluas.  
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La metodología propuesta en el presente capítulo consiste en insertar en el algoritmo 
simplex KKT diseñado en el capítulo 4 el mecanismo de identificación de restricciones 
superfluas basado en el criterio de coordenadas que garantice la condición de superfluidad. 
El algoritmo resultante suprimirá con seguridad las restricciones superfluas que sean 
detectadas en cada vértice de la trayectoria de vértices recorrida por el algoritmo, por lo que 
el algoritmo será mejorado en eficiencia computacional sustancialmente. El algoritmo 
simplex KKT mejorado reducirá los tiempos de cálculo en problemas de programación 
lineal que modelan la sujeción por manos robóticas. El algoritmo inicia en un punto interior 
p del polítopo P de soluciones factibles, migra hacia un vértice ࢞# en su frontera y continúa 
hasta llegar al vértice óptimo ࢞∗, como se ilustra en la figura 1.  

En la sección 1 se formula el problema de identificación y supresión de restricciones 
superfluas por criterio de coordenadas, mientras que en la sección 2 se generan las 
coordenadas y en la sección 3 se resuelve el problema de identificación. En la sección 4 se 
resuelve el problema de supresión. En la sección 5 se presenta el procedimiento usual de 
pivoteo y actualización. En la sección 6 se presenta el algoritmo simplex KKT el cual se 
verifica en la 7 por medio de un ejemplo numérico. En la sección 8 se presentan las 
conclusiones del capítulo. 
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En el capítulo 4 se propuso el conjunto de restricciones superfluas F௔௡௚condos condiciones 
que debe satisfacer: 

Condición de superfluidad:N௔௧௔
∗ F௔௡௚, o bien: N௔௧௔

∗ N 

Condición de partición: C ൌ NF௔௡௚  y NF௔௡௚ ൌ  

Los conjuntos de la partición N y F௔௡௚ se calculan usando el criterio del ángulo ௝:  

N ൌ ൛݆Mห݋ܥ ൫௝൯ݏ ൒ 0ൟ 
F௔௡௚ ൌ ሼ݆M|݋ܥ ൫௝൯ݏ ൏ 0ሽ 

Donde 

൫௝൯ݏ݋ܥ ൌ
ሺ݂׏ሻ݆݄ܶ׏

||݆݄׏||.||݂׏||
 , ݆M 

Para el ejemplo definido en (1) se obtuvo:Nൌሼ૚૙	9	11		8		7	૚ሽ,F௔௡௚ ൌ ሼ2,	6,	3,	4,	5ሽ y el 
cúmulo de restricciones C ={10,	9,	11,	8,	7,	1,	2,	6,	3,	4,	5}. 

5.1.1 Formulación del problema de identificación y supresión de 
restricciones superfluas 

Suponiendo que se satisface la condición de superfluidad N௔௧௔
∗ N, las restricciones atadas 

N௔௧௔
∗  se encuentran, en general, dispersas en N y mezcladas con restricciones superfluas. 

Por tanto N puede ser particionada como sigue.  

N ൌ N௔௧௔
∗ F௥௘௠ y N௔௧௔

∗ F௥௘௠ ൌ  (2) 

DondeF௥௘௠es el conjunto de restricciones superfluas remantes en N: 

F௥௘௠ ൌ ሼN‐N௔௧௔
∗ ሽ (3) 

El problema de identificación y supresión derestricciones superfluas remantes en Npuede 
ser formulado como sigue: Se propone identificar y suprimir algunas restricciones 

superfluasdeF௥௘௠mientras el algoritmo simplex KKT evoluciona sobre la trayectoria de 
vértices: ሼ࢚࢞|ݐ ൌ 1,⋯ܶ∗, ࢞૚ ൌ ࢞#, ்࢞

∗
ൌ ࢞∗ሽ donde࢞# es el vértice frontera y࢞∗ es el 

vértice óptimo. La supresión de las restricciones identificadas como superfluas implica el 
cálculo de una secuencia de vecindades angularesN௧ con las propiedades siguientes: 

 N௔௧௔
∗ N௧ para cada ݐ ൌ 1, 2, …ܶ∗ 

 N௧N௔௧௔
∗  mientras ࢞௧࢞∗, ݐ ൌ 1, 2, …ܶ∗ 

 Nଵ ൌ Nasociada a ࢞૚ ൌ ࢞#. 

 

(4) 
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La identificación y supresión correctas de restricciones implicaN௧ାଵN௧ y N௔௧௔
∗ N௧ de 

tal manera que N୘∗N௔௧௔
∗ . No se puede lograr queN௧ sea reducido exactamente aN௔௧௔

∗  
porque solo se suprimen restricciones que han sido identificadas como superfluas durante el 
recorrido de la trayectoria de vértices. 

5.1.2 Metodología para generación de coordenadas 

Dada la vecindad angular N y el vértice frontera ࢞#, el problema de identificación y 
supresión de restricciones superfluas es determinar la vecindad angular N୲N௔௧௔

∗  con 
propiedades dadas en (4).En la iteración "ݐ", la vecindad angular N୲ está particionada como 
sigue: 

N୲ൌN௔௧௔
∗ F௥௘௠

௧  y N௔௧௔
∗ F௥௘௠

௧ ൌ  (5) 

DondeF௥௘௠
௧ ൌ ሼN௧‐N௔௧௔

∗ ሽpara cada iteración "ݐ". El conjunto de restricciones superfluas 
que pueden ser detectadas en F௥௘௠

௧  se define como sigue: 

F௥௘௦௧௥
௧ F௥௘௠

௧  (6) 

El desafío es por tanto calcular F௥௘௦௧௥
௧ .  

Por otro lado, el procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex, en cualquiera de sus 
versiones, calcula una coordenada ௝ para cada ݆N௧. Este procedimiento elige una 

restricción ݎN௧ cuya coordenada ௥ sea positiva y la más restrictiva;después de esta 
elección, el procedimiento selecciona la variable básica ݔ஻௥ para ser convertida en variable 
no básica. Después de haber detectado ௥, el resto de las coordenadas no se vuelve a usar 
por el algoritmo simplex.Sin embargo, en este capítulo toda coordenada será procesada 
porque se prevé que las coordenadas ௝, ݆N௧en cada iteración "ݐ"poseen información de 

las restricciones superfluas ݆F௥௘௠
௧ .  

Por tanto, para precisar los conceptos acerca de la identificación de restricciones superfluas 
݆F௥௘௠

௧ por medio del procesamiento delas coordenadas ௝, ݆N௧se propone la metodología 

siguiente: 

1. Definir los conceptos de coordenadas y eje de coordenadas. 

2. Precisar el criterio de identificación de coordenadas superfluas 

3. Generar las coordenadas por medio del procedimiento de factibilidad del algoritmo 
simplex. 
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5.2 Coordenadas KKT para identificación de 
restricciones superfluas 

En esta sección se generan las coordenadas ௝, ݆N௧para cada iteración "ݐ"con la finalidad 

de explorar la hipótesis de que estas poseen información acerca de las restricciones 
superfluas ݆F௥௘௠

௧ . 

Dada la vecindad angularNൌN# y el vértice frontera࢞#,el problema principal consiste en 
desarrollar un mecanismo de identificación de restricciones superfluas por medio de un 
criterio de coordenadas.En esta sección comenzaremos con el concepto de eje real de 
coordenadas KKT para motivar la generación de coordenadas KKT y continuaremos en la 
siguiente sección con el desarrollo del mecanismo.  

5.2.1 Concepto de eje real de coordenadas KKT 

Consideremos la trayectoria de vértices: ሼ࢚࢞|ݐ ൌ 1,⋯ܶ∗, ࢞૚ ൌ ࢞#, ்࢞
∗
ൌ ࢞∗ሽ donde ࢞# es 

el vértice frontera y ࢞∗ es el vértice óptimo.A través de los vértices consecutivos࢚࢞ y࢚࢞ା૚ se 
puede hacer pasar una línea como se ilustra en la figura 4. Esta línea puede convertirse en 
un eje de números reales, al cual denotaremos por , cuando a la línea se le agrega un 
origen y se define la dirección en que van los positivos y negativos. Si se desea que este eje 
aloje las coordenadas que necesitamos, su origen debe elegirse en ࢚࢞, los positivos en la 
dirección de࢚࢞ା૚ y los negativos en dirección contraria. La figura 11 muestra un polítopo 
en el espacioܴଷ el cual exhibe caras, vértices y el eje de coordenadas KKT. Cada cara es 
un pentágono regular determinado por la intersección de un hiperplano con el polítopo. 

 

Fig. 3: Especificación de eje de coordenadas KKT 
 
El vértice࢚࢞ es la intersección de los hiperplanos 7, 6 y 5, por lo que el conjunto de 
restricciones atadas a ࢚࢞ esN௔௧௔

௧ ൌ ሼ7, 6, 5ሽ. Si se ejecuta el procedimiento de optimalidad, 

ܮܣܵݎ
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5 
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ܶܰܧ݇
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se tendrá el índice݇ ൌ 7 de la variable no básicaݔே௞ que es candidata para entrar a la base, 
e incrementarápor tanto el valor de la función objetivo. Porque݇ ൌ 7 es índice de la 
variable entrante debe ser suprimido de N௔௧௔

௧ . Después de la supresión, se tendrá un 
conjunto de restricciones que determina el eje de coordenadas KKT, el cual se define 
como sigue:  

Nࢋ࢐ࢋ
࢚ ൌ N௔௧௔

௧ െ ሼ݇ሽ (7) 

Para el polítopo de la figura 11 se tiene Nࢋ࢐ࢋ
࢚ ൌ ሼ6, 5ሽ. Es decir, el eje de coordenadas 

KKT es la intersección de los hiperplanos de las restricciones 6 y 5. 

Si ahora se ejecuta el procedimiento de factibilidad se obtendrá el índiceݎ ൌ 3 de la 
variable básicaݔ஻௥ que saldrá de la base. Porqueݎ ൌ 3 es índice de la variable básica 
saliente, debe ser agregada al conjunto Nࢋ࢐ࢋ

࢚ , obteniéndose el conjunto de restricciones 
atadas al vértice ࢚࢞ା૚, el cual se determina como sigue: 

N௔௧௔
௧ାଵ ൌ N௘௝௘

௧  ሼݎሽ (8) 

Para el polítopo de la figura 11 se tieneN௔௧௔
௧ାଵ ൌ ሼ3, 6, 5ሽ. Es decir, en una iteración, el 

algoritmo simplex pasó del vértice ࢚࢞ al vértice ࢚࢞ା૚ a lo largo del eje de coordenadas.  

La intersección del eje de coordenadascon cada hiperplano del problema de programación 
lineal es una coordenada KKT. Estas intersecciones pueden ser calculadas con costo 
computacional adicional.Como se verá más adelante, el procedimiento de factibilidad 
puede ser adaptado para el cálculo explícito de las coordenadas KKT sin costo adicional 
para el algoritmo simplex. 

El ejede coordenadas se aprecia claramente en la figura 11, sin embargo las coordenadas 
KKT son difíciles de visualizar geométricamenteaún en el espacioܴଷ. En la siguiente 
sección se desarrollará el concepto de coordenadas KKT por medios geométricos en el 
espacio ܴଶ por facilidad de análisis.  

5.2.2 Concepto de coordenadas KKT 

En esta sección se desarrollará el concepto de coordenadas KKT por extensión del concepto 
de eje de coordenadas presentado anteriormente. Consideremos el ejemplo (2) cuyo 
polítopo P, un ejede coordenadas KKT y un eje  en la dirección del gradiente ݂׏de la 
función objetivose muestran en la figura 12.En la figura se usa ࢚࢞ como vértice de 
referencia cuya proyección ortogonal sobre ݂׏ es el punto ࢚ࢗ. Una línea de referencia ܳ se 
hace pasar por los puntos ࢚࢞ y ࢚ࢗ la cual es perpendicular a ݂׏, como se muestra en la 
figura. 

El cúmulo de restricciones para el ejemplo es:Cൌሼ૚૙		9		11		8		7		૚		2		6		3		4		5ሽ. Después 
de suprimirun conjunto propuesto de restricciones superfluas F௔௡௚ ൌ ሼ3		4		5ሽse obtiene la 
vecindad angularNൌሼ૚૙		9		11		8		7		૚		2		6ሽ. Las restricciones deN aparecen enumeradas 
en la figura 12 y sus correspondientescoordenadas KKT están listadas en la tabla 3. 
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Cada coordenada ௝ sobre el eje  se determinó de la forma siguiente: (i) se calculó el 

punto de cruce del eje  con cada hiperplano 11, 6, 7, 8, 9, 10, 1, 2, (ii) se calculó la 
proyección ortogonal del ݆ െésimo punto de cruce sobre el gradiente݂׏de la función 
objetivo, (iii) se calculó la coordenada ௝ como la distancia desde el origen del eje  hasta 

el punto determinado por la െésima proyección ortogonal. Las coordenadas௝se muestran 

en la figura 12 y se listanen la columna 2 de la tabla 3. Se observa que se mantiene la 
relación௝/௝ ൌ 5.4456para todo ݆por lo que௝ y௝ son equivalentes aun cuando fueron 

calculadas en formas distintas. Las coordenadas positivas௝ y ௝hacen crecer el valor de la 

función objetivo mientras que las negativas la hacen decrecer. 

Reflexionemos enseguida acerca de las coordenadas sobre el ejede coordenadas KKT de 
la figura 12. El vértice ࢚࢞ es la intersección de los hiperplanos 8 y 9, por lo que N௔௧௔

௧ ൌ
ሼ8, 9ሽ. El procedimiento de optimalidad determina el índice݇ ൌ 8 de la variable no 
básicaݔே௞ que es candidata para entrar a la base, por lo que éste debe ser suprimido de 
N௔௧௔

௧ . Después de la supresión se tendrá Nࢋ࢐ࢋ
࢚ ൌ ሼ9ሽ. Es decir, el hiperplano de la 

restricción 9 es el eje de coordenadas KKT, el cual pasa por࢚࢞ y por ࢚࢞ା૚. Como se 
muestra en la figura 12, el origen del eje es el vértice ࢚࢞, sus puntos positivos están en la 
dirección de࢚࢞ା૚ y sus puntos negativos en dirección contraria.El procedimiento de 
factibilidad del algoritmo simplex tiene la función de seleccionar una variable básicaݔ஻௥ 
para ser convertida en variable no básica. El procedimientodetermina el índice ݎ tal que 
஻௥ݔ ൌ 0. Este índice es el de la coordenada௥,la cual es estrictamente positiva y la más 
restrictiva. Analizando la columna 1 de la tabla 3, se tiene queଵ଴ ൌ 0.2841 es la 
estrictamente positiva más restrictiva, por lo que el índice buscado esݎ ൌ 10 para el 
ejemplo de la figura 12. 

El algoritmo simplex calcula las coordenadas௝, ݆ ൌ 1,⋯ |N|, como las de la tabla 3.De 

estas coordenadasel algoritmodetermina el índiceݎde la coordenada௥ estrictamente 
positiva más restrictiva seleccionada de entre las coordenadas positivas.El resto de las 
coordenadas, sin embargo,son desechadas por el algoritmo. En este punto se pueden 
plantear lassiguientespreguntas clave: ¿qué significado tienen las coordenadas positivas que 
de entre ellas se selecciona la estrictamente positiva más restrictiva?, y si las coordenadas 
positivas tienen un significado, ¿qué significado tienen las negativas?  

5.2.3 Criterio de coordenadas para identificación de restricciones 
superfluas: 

Después de haber suprimido del conjunto total de restricciones M ൌ NF௔௡௚ el conjunto 
de restricciones superfluas F௔௡௚, la vecindad angular N permanece. Se supone que N 
satisface la propiedad de superfluidad N௔௧௔

∗ N y que en N permanecen todavía 
restricciones superfluas. El problema que se desea explorar es identificar las restricciones 
superfluas remanentes en N. Es decir, se propone probar la hipótesis planteada 
anteriormente de que las coordenadas ௝, ݆N௧ en cada iteración "ݐ" poseen información de 

las restricciones superfluas ݆F௥௘௠
௧ ൌ ሼN௧‐N௔௧௔

∗ ሽ.  
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Consideremos el ejemplo en ܴଶ cuyo polítopo P se muestra en la figura 12.Sea 
N௧ൌሼ૚૙		9		11		8		7		૚		2		6ሽ la vecindad angularcalculada en࢚࢞, el cual corresponde al 
vértice frontera ࢞#.Las coordenadas KKT ௝, ݆N௧se muestran en la tabla 3 yse grafican en 

la figura 13. 

 

Fig. 5: Coordenadas KKT ௝, ݆N௧ 

La línea ܳ mostrada en la figura 12 fue usada en el capítulo 4 como referencia para 
medidas angulares ݏ݋ܥ൫௝൯ , ݆N௧. En las figuras 12 y 13 sin embargo, la línea ܳ se usa 

como referencia para las coordenadas ௝, ݆N௧. Notamos por tanto que las coordenadas ௝ 
están polarizadas respecto de la línea ܳ, y que: ௝ ൐ 0 hace crecer el valor de la función 

objetivo ݂ en la dirección del vector ݂׏, ௝ ൏ 0 hace decrecer el valor de la función 

objetivo ݂, y ௝ ൌ 0 deja la función objetivo ݂ sin cambio para ݆N௧. 

La polarización expuesta en la figura 13 fuerza a las restricciones a agruparse en dos 
conjuntos por medio los signosde la coordenada KKT ௝: 

Nା
௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൒ 0ሽ 

Nି
௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ 

 
(9) 

Para la gráfica de la figura 13 se tiene Nା
௧ ൌ ሼ૚		2		8		9	૚૙ሽ y Nି

௧ ൌ ሼ6		7		11ሽ. Dado que 
N௔௧௔

∗ ൌ ሼ૚૚૙ሽ y que ଼ ൌ 0 y ଽ ൌ 0, solo ଵ ൌ 0.6203, ଶ ൌ 1.1487 y ଵ଴ ൌ 0.2841 son 
candidatas a delimitar en cono KKT. Por tanto, la coordenada positiva más restrictiva es 
ଵ଴ ൌ 0.2841, cuyo índice ݎ ൌ 10Nା

௧ .  

Del análisis previo se puede decir que los signosde las coordenadas KKT tienen 
significados acerca de la pertenencia de las restricciones al cono KKTK∗. Las expresiones 
dadas en (9) constituyen propiamente el criterio de coordenadas, el cual se expone 
verbalmente en la tabla 4 que sigue. 
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Tabla 2: Criterio de coordenadas para identificación de restricciones superfluas 

De acuerdo a este criterio, en cada vértice࢚࢞ es posible identificar las restricciones 
superfluas por medio de las coordenadas KKT estrictamente negativas. El criterio asegura 
que existe cierta correspondencia entre las coordenadas negativas௝ ൏ 0 con ݆Nି

௧ y las 

restricciones superfluas que puedan encontrarse en la vecindad angular N௧. Como se 
mostrará más adelante, la fórmula para ௝ involucra variables básicas, por lo que 

renombraremos al conjunto de restricciones Nି
௧ como F௩௔௥

௧ : 

F௩௔௥
௧ ൌ Nି

௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ (10) 

Se mostrará oportunamente queF௩௔௥
௧ es subconjunto deF௥௘௠

௧  dado en (6). En las siguientes 
secciones se derivará la fórmula para calcular las coordenadas ௝, ݆N௧ .Esta derivación 

es parte del procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex, el cual se revisa 
enseguida. 

5.2.4 Impacto de una variable entrante sobre el diccionario 

Consideremos la función objetivo del diccionario (6) del capítulo 3: 

݂ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
 (11) ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ

En esta sección se desarrollará un procedimiento para incrementar el valor de la función 
objetivo "݂" por una modificación apropiada del valor de una variable no básica "ݔே௞" 

el problema (1) expresado en igualdades, lo cual se logra por la introducción del vector ࢛ 
de variables de holgura como se muestra enseguida: 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ ࡺࢉ
ࡺ࢞ࢀ ൅ ࡮ࢉ

 ࡮࢞ࢀ

݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ ࡺ࢞ܰ:ܽ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  ࢈
(11) 

Donde: ࡺࢉ ൌ ࡺ࢞ ,ࢉ ൌ ࡮ࢉ ,࢞ ൌ ૙, ࢞࡮ ൌ ࢛, ܰ ൌ ሾࢇ૚, ,૛ࢇ ܤ ,ሿ்࢓ࢇ⋯ ൌ  x݉;con݉,ܫ
acotamientos ࡸே ൏ ࡺ࢞ ൏ ஻ࡸ ே yࢁ ൑ ࡮࢞ ൏ ேࡸ஻, dondeࢁ ൌ െ∞, ࡸ஻ ൌ 0 y ࢁே ൌ ஻ࢁ ൌ

Consideremos la trayectoria de vértices: ሼ࢚࢞|ݐ ൌ 1,⋯ܶ∗, ࢞૚ ൌ ࢞#, ்࢞
∗
ൌ ࢞∗ሽ 

donde ࢞# es el vértice frontera y ࢞∗ es el vértice óptimo. 

En el vértice corriente ࢚࢞ con su correspondiente vecindad angular N௧,el 
gradiente ׏ ௝݄de la restricción ݆N௧es candidato a delimitar el cono KKT K∗ 

siempre que su correspondiente coordenada KKT௝ ൒ 0, ݆Nା
௧ . 

Además, dado que las restricciones candidatas a delimitar K∗están en 
correspondencia con las coordenadas positivas, las coordenadas negativas௝ ൏ 0,

݆Nି
௧  deben estar en correspondencia con las restricciones superfluas. 
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൅∞ son valores iniciales. Las ecuaciones para la función objetivo݂ y para las variables 
básicas࢞࡮ en función de ࢞ࡺ se conocen como diccionario y se determinan de (11):  

݂ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
 ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ

࡮࢞ ൌ ࢈ଵିܤ െ  ࡺଵܰ࢞ିܤ
(12) 

Las variables y parámetros en (12) evolucionan en cada iteración del algoritmo 
simplex.Para el cálculo de las coordenadas nos interesa la evolución de ࢞ࡺ y de ࢞࡮. En esta 
sección se establecen las condiciones de factibilidad de las variables básicas ݔ஻௝࢞࡮y de la 

variable no básica ݔே௞necesarias para el cálculo delas coordenadas KKT୨, ݆ ൌ 1,⋯ |N௧|. 

Con el fin de mejorar el valor de la función objetivo, en cada iteración del algoritmo 
simplex(caracterizada por el vértice corriente ࢚࢞ y por la vecindad angularN௧), una sola 
variable no básicaݔே௞ es cambiada a variable básica por medio de un número ൐ 0: 

ே௞ሺሻݔ ൌ ே௞ݔ േ  (13) 

El símbolo  representa un número ó representa el eje de coordenadas KKT dependiendo 
del contexto en donde se esté usando. El doble signo en el lado derecho de (13) tiene la 
función de considerar las variables libres del problema de programación lineal de la clase 
de problemas dados en (1). Es decir, la variableݔே௞ሺሻ es libre de adoptar valores positivos 
o negativos. Por definiciónݔே௞ ൌ 0 en el lado derecho de (13). 

Se mostrará que la propiedad clave del número es hacer que ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ േ  se 
convierta en variable básica al mismo tiempo que una variable básica ݔ஻௥ሺሻ ൌ ஻௥ݔ ∓ ݀௞௥ 
se anule convirtiéndose por tanto en variable no básica. De la anulación ݔ஻௥ ∓ ݀௞௥ ൌ 0 se 
determinará el número  ൐ 0. 

Mientras el índice ݇ de la variable no básica ݔே௞es determinado por el procedimiento de 
optimalidad, el número es calculado por el procedimiento de factibilidad. El número ൐ 0 
debe satisfacer ciertas condiciones que garanticen la factibilidad de las variables 
básicasݔ஻௝, ݆ ൌ 1,⋯ |N௧|, las cuales se analizan enseguida. 

Se puede demostrar que el cambio escalar ݔே௞ േ   es equivalente al cambio vectorial 
ࡺ࢞ േ ࢑ࢋ, donde ࢑ࢋ es el vector canónico con un 1 en su ݇ െésima coordenada y con ceros 
en las restantes. Sustituyendo ࢞ࡺ por el cambio ࢞ࡺ േ ࢑ࢋen ࢞࡮ de (12) se tiene:  

࡮࢞  ൌ ࢈ଵିܤ െ  ࡺଵܰ࢞ିܤ

 ൌ ࢈ଵିܤ െ ࡺଵܰሾ࢞ିܤ േ ࢑ࢋሿ 

Desarrollando se tiene: 

ሺሻ࡮࢞  ൌ ࢈ଵିܤ െ ࡺଵܰ࢞ିܤ ∓ ିܤଵܰ࢑ࢋ 

ሺሻ࡮࢞  ൌ ࡮࢞ ∓ ିܤଵ࢑ࡺ 
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Notemos que ࢞࡮ del lado derecho es el vector de variables básicas antes del cambio 
ே௞ݔே௞ݔ േ  , y que ࢑ࡺ ൌ ݇ ࢑es laࢋܰ െésima columna de la matriz no básica ܰ. Por 
razones de simplicidad defínase: 

ࢊ ൌ   ࢑ࡺଵିܤ

para tener el siguiente efecto resultante del cambio ݔே௞ േ  sobre las variables básicas: 

ሺሻ࡮࢞ ൌ ࡮࢞ ∓ (14) ࢊ 

La función clave del procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex es encontrar el 
número ൐ 0 que satisfaga las siguientes condiciones de factibilidad: 

ே௞ܮ ൑ ே௞ݔ േ  ൑ ܷே௞&࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ ∓ ࢊ ൑  (15) ࡮ࢁ

Aunque el procedimiento de factibilidad tiene la función precisa de calcular el número , en 
el intento de calcular éste número por medio de las desigualdades (15), se generarán las 
coordenadas KKT buscadas. 

El cambio ࢞ࡺ േ ࢑ࢋ modifica también la ecuación de la función objetivo dada en (12), la 
cual se procesa como sigue: 

                    ݂ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
 ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ

              ݂ሺሻ ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
ࡺଵܰሻሾ࢞ିܤࢀ േ ࢑ࢋሿ 

ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ േ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
 ࢑ࢋଵܰሻିܤࢀ

                       ൌ ࡮ࢉ
࢈ଵିܤࢀ ൅ ሺࡺࢉ

ࢀ െ ࡮ࢉ
ࡺଵܰሻ࢞ିܤࢀ േ ሺࡺࢉ

࢑ࢋࢀ െ ࡮ࢉ
 ࢑ሻࢋଵܰିܤࢀ

                                   ൌ ݂ േ ሺܿே௞
	 െ ࡮ࢉ

 ࢑ሻ (16)ࡺଵିܤࢀ

El crecimiento o decrecimiento de la variable no básica ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ േ  se decide en el 
procedimiento de optimalidad, mientras que el cálculo del número  ൐ 0 se realiza en el 
procedimiento de factibilidad. Los signos positivos y negativos en el cambio ݔே௞ݔே௞ േ  
serán considerados por separado en la generación de coordenadas. Es decir, las coordenadas 
se calcularán por medio de (15) solo para el crecimiento ݔே௞ ൅  ó solo para el 
decrecimiento ݔே௞ െ , como se presentará en las dos secciones siguientes.  

5.2.5 Cálculo de las coordenadas KKT por crecimiento de la 
variable no básica 

Consideremos las condiciones sobre la variable no básicaݔே௞ሺሻ dada en (13) y sobre el 
vector ࢞࡮ሺሻ de variables básicas dado en (14) solo para el caso en que hay crecimiento de 
la variable no básica: ݔே௞ ൅ . Se analizará la desigualdad dada en (15), en primer lugar 
para la variable no básica ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ ൅ , y en segundo lugar para las variables 
básicas࢞࡮ሺሻ ൌ ࡮࢞ െ ࢑ࢊ.  
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Coordenada  que satisface las siguientes condiciones de la variable no 
básica:  

ே௞ܮ ൑ ே௞ݔ ൅  ൑ ܷே௞, ݇ ൌ 1,⋯݊ (17) 

Dado que ݔே௞ ൌ 0, ܷே௞ ൌ ൅∞, y 

ே௞ܮ ൌ ൜
0 si	ݔே௞	es	variable	de	holgura
െ∞ si	ݔே௞	es	variable	de	decisión

 

se tienen las condiciones sobre  correspondientes a ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ ൅ , las cuales se 
resumen en la tabla 5: 

ሾ0,൅∞ሻ si	ݔே௞	es	variable	de	holgura	ሺܮே௞ ൌ 0ሻ
ሺെ∞,൅∞ሻ si	ݔே௞	es	variable	de	decisión	ሺܮே௞ ൌ െ∞ሻ 

 

Condición Intervalo 

ே௞ܮே௞ es variable de holgura ሺݔ ൌ 0ሻ ሾ0,൅∞ሻ 

ே௞ܮே௞ es variable de decisión ሺݔ ൌ െ∞ሻ ሺെ∞,൅∞ሻ 

Tabla 3: Valores permisibles decuandoݔே௞ሺሻ crece 

Coordenada  que satisface las siguientes condiciones de la variable básica: 

࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ െ ࢑ࢊ ൑  (18) ࡮ࢁ

Se desea determinar  ൐ 0que satisfaga estas desigualdades vectoriales. Expresando cada 
componente de los vectores se obtiene un valor ௝ por cada componente de los cuales se 

podrá elegir el númeroque satisfaga (18): 

஻௝ܮ ൑ ஻௝ݔ െ ௝݀௞௝ ൑ ܷ஻௝, ݆ ൌ 1,…݉ 

ܮ஻௝ െ ஻௝ݔ ൑ െ௝݀௞௝ ൑ ܷ஻௝ െ ,஻௝ݔ ݆ ൌ 1,… ,݉ 

ݔ஻௝ െ ஻௝ܮ ൒ ௝݀௞௝ ൒ ஻௝ݔ െ ܷ஻௝, ݆ ൌ 1,… ,݉ (19) 

Dado que 
ܷ஻௝ ൌ ∞ 
஻௝ܮ ൌ 0siݔ஻௝ es variable de holgura 
஻௝ܮ ൌ െ∞siݔ஻௝ es variable de decisión 

de las dos desigualdades en (19)se tienen para todo ݆ las tres desigualdades siguientes: 

݀௞௝ ൑ ሺݔ஻௝ െ ஻௝ሻห௅ಳೕୀ଴ܮ
,   ݀௞௝ ൑ ሺݔ஻௝ െ ஻௝ሻห௅ಳೕୀିஶܮ

&݀௞௝ ൒ ஻௝ݔ െ ܷ஻௝ห௎ಳೕୀஶ
 (20) 

Considerando lastres clases de valorespara݀௞௝:݀௞௝ ൌ 0,݀௞௝ ൐ 0, y ݀௞௝ ൏ 0,las tres 
desigualdades dadas en(20)quedan como sigue: 
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݀௞௝ ൌ 0:   ௝ ൑ ൅∞|௅ಳೕୀ଴, ௝ ൑ ൅∞|௅ಳೕୀିஶ&௝ ൒ െ∞ ௝ሺെ∞,൅∞ሻ 

݀௞௝ ൐ 0:   ௝ ൑
௫ಳೕ
ௗೖೕ
ฬ
௅ಳೕୀ଴

,   ௝ ൑ ൅∞|௅ಳೕୀିஶ&௝ ൒ െ∞௝ሺെ∞,
௫ಳೕ
ௗೖೕ
ሿ 

݀௞௝ ൏ 0:  ௝ ൒
ି௫ಳೕ
|ௗೖೕ|

ฬ
௅ಳೕୀ଴

,  ௝ ൒ െ∞|௅ಳೕୀିஶ&௝ ൑ ൅∞௝ሾ
ି௫ಳೕ
หௗೖೕห

, ∞ሻ 

 
 
(21) 

Notamos de (21) que la cantidad ݀௞௝ selecciona un solo renglón. Notamos además que el 
hecho de queݔ஻௝sea una variable de holgura ó variable de decisión influye también sobre 
௝.Sabremos queݔ஻௝ es una variable de decisión cuandoܮ஻௝ ൌ െ∞,  y que es una variable 

de holgura cuandoܮ஻௝ ൌ 0. 

Definiremos por tanto las coordenadas KKT como sigue: 

 Cuando se detecta que el límite inferior de ݔ஻௝ es ܮ஻௝ ൌ 0, la coordenada ௝ se elige 

como la cota finita deݔ஻௝ siempre que ݀௞௝ ് 0. Si ݀௞௝ ൌ 0, ௝ es libre. 

 Cuando se detecta que el límite inferior de ݔ஻௝ esܮ஻௝ ൌ െ∞, se asigna௝ ൌ 0. 

Estaasignación se explica como sigue: dadoque las coordenadas cartesianas de un 
vértice࢚࢞ son variables de decisión, y dado que el origen del eje de coordenadas 
KKT se elige en éste vértice, las coordenadas KKT en este vértice son nulas.  

 Notar que ௝ puede también ser nula cuando ݔ஻௝ ൌ 0. 

La tabla 6 registra las fórmulas para las coordenadas ௝ y sus intervalos de valores 

permisibles que satisfacen las condiciones (21) correspondientes al crecimiento de la 
variable no básica ݔே௞ ൅ . 

 
Condición 

 
Intervalo 

permisible 

Coordenadas ௝, ݆ ൌ 1, 2, … |N௧| 

  ஻௝ es variableݔ
de holgura ሺܮ஻௝ ൌ 0ሻ 

  ஻௝ es variableݔ
de  decisión (ܮ஻௝ ൌ െ∞) 

݀௞௝ ൌ 0 ௝ሺെ∞,൅∞ሻ ௝es libre ௝es libre 

݀௞௝ ൐ 0 ௝ሺെ∞,			
஻௝ݔ
݀௞௝

ሿ ௝ ൌ
஻௝ݔ
݀௞௝

ቤ
௅ಳೕୀ଴

 ௝ ൌ 0|௅ಳೕୀିஶ 

݀௞௝ ൏ 0 ௝ሾ
െݔ஻௝
ห݀௞௝ห

,			∞ሻ ௝ ൌ
െݔ஻௝
|݀௞௝|

ቤ
௅ಳೕୀ଴

 
௝ ൌ 0|௅ಳೕୀିஶ 

Tabla 4: Fórmulas de las coordenadas௝, ݆ ൌ 1,… |N௧| para el caso ݔே௞ ൅  

Dado que ݀௞௝ puede adoptar un solo valor de los tres posibles: ݀௞௝ ൌ 0, ݀௞௝ ൐ 0, ݀௞௝ ൏ 0, 
sucederá en cada ݆ una sola coordenada de las tres que aparecen en los renglones 2, 3 y 4 de 
la tabla 6. Las coordenadas están registradas en las columnas 3 y 4. 
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Cuando ܮ஻௝ ൌ 0, la variable básica ݔ஻௝ es variable de holgura por lo que ݔ஻௝ ൒ 0. Por 
tanto, a partir de la tabla 6 se tendrá el siguiente resultado: 

Si ݀௞௝ ൐ 0௝ ൒ 0 

Si ݀௞௝ ൏ 0௝ ൑ 0 
(22) 

Después de calcular el conjunto de coordenadas ሼ௝, ݆ ൌ 1⋯ |N௧|ሽa partir de la tabla6se 

determina la coordenada positiva más restrictiva en la forma siguiente: 

௥ ൌ min	ሼ௝|݆N௖௔௡ௗ
௧ ሽ, N௖௔௡ௗ

௧ ൌ ሼ݆|௝ ൐ 0ሽ (23) 

5.2.6 Fórmulas de las coordenadas KKT para decrecimiento de la 
variable no básica 

Consideremos las condiciones sobre la variable no básica ݔே௞ሺሻ dada en (13) y sobre el 
vector ࢞࡮ሺሻ de variables básicas dado en (14) solo para el caso en que hay decrecimiento 
de la variable no básica: ݔே௞ െ . Se analizará la desigualdad (15), en primer lugar para la 
variable no básica ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ ൅ , y en segundo lugar para ࢞࡮ሺሻ ൌ ࡮࢞ െ ࢑ࢊ. 

Coordenada  que satisface las condiciones de la variable no básica: 

ே௞ܮ ൑ ே௞ݔ െ  ൑ ܷே௞ (24) 

Dado que 
ே௞ݔ  ൌ 0 

ܷே௞ ൌ ൅∞ 
ே௞ܮ ൌ 0 si ݔே௞ es variable de holgura 
ே௞ܮ ൌ െ∞ si ݔே௞ es variable de decisión 

se tienen las condiciones sobre  correspondientes a ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ െ ,las cuales se 
resumen en la tabla 7.  

Condición Intervalo 

ே௞ܮே௞ es variable de holgura ሺݔ ൌ 0ሻ ሺെ∞, 0ሿ 

ே௞ܮே௞ es variable de decisión ሺݔ ൌ െ∞ሻ ሺെ∞,൅∞ሻ 

Tabla 5: Valores permisibles de  cuando ݔே௞ሺሻdecrece 

Notemos que el número  ൐ 0 por definición. Por tanto, ൐ 0es determinado de la tabla 7 
solo cuando la variable no básicaݔே௞ es variable de decisión. 

La variable no básica ݔே௞ puede ser variable de decisión solo cuando el algoritmo simplex 
KKT está generando la secuencia de vértices ሼ0,⋯ , ࢞#ሽ. En cuanto se alcanza el vértice 
frontera ࢞#y de allí en adelante, toda variable no básica ݔே௞se convierte en variable de 
holgura (ver la sección 3.4 del capítulo 3).Se tienen por consiguiente las dos observaciones 
siguientes: 
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 Cuando se  desea el decrecimiento ݔே௞ሺሻ ൌ ே௞ݔ െ ,el número ൐ 0 se podrá 
calcular solo cuando ݔே௞ es variable de decisión, lo cual sucede cuando el algoritmo 
simplex KKT está generando la secuencia de vértices ሼ0,⋯ , ࢞#ሽ. 

 Solo durante la generación de vértices deሼ0,⋯ , ࢞#ሽ, del vector de variables no 
básicas࢞ࡺ sale una variable de decisión y recibe una variable de holgura.Cuando se 
alcanza el vértice frontera ࢞#y de allí en adelante, toda variable no básica ݔே௞es una 
variable de holgura. 

Coordenada  que satisface las siguientes condiciones de la variable básica: 

࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ ൅ ࢑ࢊ ൑  (25) ࡮ࢁ

Se desea determinar  que satisfaga estas desigualdades vectoriales. Expresando cada 
componente de los vectores se obtiene un valor ௝ por cada componente de los cuales se 

podrá elegir el número que satisfaga (25): 

஻௝ܮ ൑ ஻௝ݔ ൅ ௝݀௞௝ ൑ ܷ஻௝, ݆ ൌ 1,…݉ 

ܮ஻௝ െ ஻௝ݔ ൑ ൅௝݀௞௝ ൑ ܷ஻௝ െ ,஻௝ݔ ݆ ൌ 1,…݉ (26) 

Dado que  
ܷ஻௝ ൌ ∞ 
஻௝ܮ ൌ 0siݔ஻௝ es variable de holgura 
஻௝ܮ ൌ െ∞siݔ஻௝ es variable de decisión 

de las dos desigualdades en (26) se tienen para todo ݆ las tres desigualdades siguientes: 

݀௞௝ ൒ ሺܮ஻௝ െ ஻௝ሻห௅ಳೕୀ଴ݔ
,   ݀௞௝ ൒ ሺܮ஻௝ െ ஻௝ሻห௅ಳೕୀିஶݔ

&݀௞௝ ൑ ܷ஻௝ െ ஻௝ห௎ಳೕୀஶݔ
 (27) 

Considerando las tres clases de valores para݀௞௝: ݀௞௝ ൌ 0, ݀௞௝ ൐ 0, y ݀௞௝ ൏ 0, las tres 
condiciones dadas en (27) quedan como sigue:  

݀௞௝ ൌ 0:   ௝ ൒ െ∞|௅ಳೕୀ଴, ௝ ൒ െ∞|௅ಳೕୀିஶ&௝ ൑ ൅∞ ௝ሺെ∞,൅∞ሻ 

݀௞௝ ൐ 0:   ௝ ൑
ି௫ಳೕ
ௗೖೕ

ฬ
௅ಳೕୀ଴

,   ௝ ൒ െ∞|௅ಳೕୀିஶ&௝ ൑ ൅∞௝ሺെ∞,
ି௫ಳೕ
ௗೖೕ

ሿ 

݀௞௝ ൏ 0: ௝ ൒
ା௫ಳೕ
|ௗೖೕ|

ฬ
௅ಳೕୀ଴

, ௝ ൑ ൅∞|௅ಳೕୀିஶ&௝ ൑ ൅∞௝ሾ
ା௫ಳೕ
หௗೖೕห

, ∞ሻ 

 
 
(28) 

En la tabla 8 se definen las coordenadas KKT௝ para el decrecimiento de la variable no 

básica ݔே௞ െ siguiendo los mismos argumentos usados en la definición de coordenadas 
KKTpara el incrementoݔே௞ ൅ . 

Dado que ݀௞௝ puede adoptar un solo valor de los tres posibles: ݀௞௝ ൌ 0, ݀௞௝ ൐ 0, ݀௞௝ ൏ 0, 
sucederá en cada ݆ una sola coordenada de las tres que aparecen en los renglones 2, 3 y 4. 
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Las coordenadas están registradas en las columnas 3 y 4, mientras que en la columna 2 se 
presentan los intervalos de sus valores permisibles.  

 
Condición 

 
Intervalo  

permisible 

Coordenadas ௝, ݆ ൌ 1, 2, … |N௧| 

  ஻௝ es variableݔ
de holgura ሺܮ஻௝ ൌ 0ሻ 

  ஻௝ es variableݔ
de  decisión (ܮ஻௝ ൌ െ∞) 

݀௞௝ ൌ 0 ௝ሺെ∞,൅∞ሻ ௝ es libre ௝ es libre 

݀௞௝ ൐ 0 ௝ሺെ∞,
െݔ஻௝
݀௞௝

ሿ ௝ ൌ
െݔ஻௝
݀௞௝

ቤ
௅ಳೕୀ଴

 ௝ ൌ 0|௅ಳೕୀିஶ 

݀௞௝ ൏ 0 ௝ሾ
൅ݔ஻௝
ห݀௞௝ห

,∞ሻ ௝ ൌ
൅ݔ஻௝
|݀௞௝|

ቤ
௅ಳೕୀ଴

 ௝ ൌ 0|௅ಳೕୀିஶ 

Tabla 6: Fórmulas de las coordenadas௝ , ݆ ൌ 1,… |N௧| para el caso ݔே௞ െ  

Cuando ܮ஻௝ ൌ 0, la variable básica ݔ஻௝ es variable de holgura por lo que ݔ஻௝ ൒ 0. Por 
tanto, de acuerdo a la tabla 8 se tendrá el resultado dado en (22): 

Si ݀௞௝ ൐ 0௝ ൒ 0 

Si ݀௞௝ ൏ 0௝ ൑ 0 
 

Después de calcular el conjunto de coordenadas ሼ௝, ݆ ൌ 1⋯ |N௧|ሽ se determina la 

coordenada positiva más restrictiva, como en (23), la cual se reescribe enseguida: 

௥ ൌ min	ሼ௝|݆N௖௔௡ௗ
௧ ሽ, N௖௔௡ௗ

௧ ൌ ሼ݆|௝ ൐ 0ሽ  

La elección de ௥ satisface también la condición impuesta en la tabla 7: ௥ሺെ∞,൅∞ሻ, la 
cual sucede solo cuando la variable no básica ݔே௞ es variable de decisión.Dado que se está 
analizando el decrecimientoݔே௞൫୰൯ ൌ ே௞ݔ െ ୰,la coordenada୰ se podrá calcularsolo 
cuando ݔே௞ es variable de decisión, lo cual sucede cuando el algoritmo simplex KKT está 
generando la secuencia de vértices ሼ0,⋯ , ࢞#ሽ.  

Se distinguen 3 casos [Chvatal (1983), p.122] en que el número ௥ ൐ 0 dado en (23)puede 
ser determinado como sigue: 

(i) El número ௥ ൐ 0 se determina por la cota superior de  impuesta por ࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ ∓
࢑ࢊ ൑ ே௞ܮ que es más estricta que la cota superior (si la hay) impuesta por࡮ࢁ ൑
ே௞ݔ േ  ൑ ܷே௞. En este caso el valor de la función objetivo mejora. 

(ii) El número ௥ ൐ 0 se determina por la cota superior de impuesta por ܮே௞ ൑ ே௞ݔ േ
 ൑ ܷே௞que es al menos tan estricta como la cota superior (si la hay) impuesta por 
࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ ∓ ࢑ࢊ ൑  En el Simplex KKT, la base permanecerá sin cambio solo si la .࡮ࢁ
variable entranteݔே௞ permanece en su valor nulo, es decir: ൌ 0 en ݔே௞ േ   y en 
࡮࢞ ∓ ࢑ࢊ. De acuerdo a (28),௝ ൌ 0 cuando ݔ஻௝ ൌ 0lo cual implica que el problema 

es degenerado.Este caso se ha evitado en el problema de programación lineal (1), el 
cual se ha supuesto no degenerado. 
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(iii) El número ௥ ൐ 0 se determina cuandoni ܮே௞ ൑ ே௞ݔ േ  ൑ ܷே௞ ni ࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ ∓ ࢑ࢊ ൑
imponen cotas superiores sobre , es decir,  ࡮ࢁ ൌ ∞,lo cual implica que el problema 
es no acotado. Este caso también se ha evitado en el problema de programación lineal 
(1), donde se ha supuesto que el polítopo de soluciones factibles es acotado. 

5.2.7 Mecanismo de generación de coordenadas KKT 

En la tabla 9 se presenta un resumen de las fórmulas para elcálculo de las coordenadas 
KKT, las cualesse obtienen de las columnas 3 y 4 de las tablas 6 y 8. 

 

 

 

 

Tabla 7: Resumen de fórmulas para el cálculo de las coordenadas KKT 

Las fórmulas de la tabla 9 para el cálculo de las coordenadas KKT se codifican en el 
procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex KKT que se presenta en la tabla 10. El 
procedimiento procesa variables libres porque considera el crecimiento y decrecimiento de 
la variable no básica ݔே௞ േ . El procedimiento puede ser representado por medio de la 
siguiente función computacional: 

ሾ݇, ,ݎ ሼ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ሽ, ௥ሿ ൌ ,ሺ݇ା݈ܾ݀ܽ݀݅݅݅ݐܿܽܨ ݇ି, ,ࡺࡸ ,ࡺࢁ ,࡮࢞ ,࡮ࡸ ,࡮࢖ ܰ,  ଵ,݉ሻ (29)ିܤ

Los parámetros del lado derecho de la igualdad (25) son de entrada, los del lado izquierdo 
son de salida. Los parámetros ݇,  se usarán en el procedimiento de pivoteo. Las ݎ
coordenadas KKT ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ se usarán en el procedimiento de identificación de 

restricciones superfluas. La coordenada positiva más restrictiva ௥ se usará en el 
procedimiento pivoteo para actualizar el diccionario.   

Notar de la Tabla 10 que ଴ ൌ െܮே௞ ൐ 0 en el caso de decrecimiento ݔே௞ െ . Recordar 
que el decrecimiento sucede solo cuando ݔே௞ es variable de decisión, es decir cuando 
ே௞ܮ ൌ െ∞. Notar también que el cálculo de las coordenadas KKT requiere de los índices  
݇ା, ݇ି de la variable entrante ݔே௞. Si ݇ା ് 0 las coordenadas se calculan con la fórmula 
para crecimiento ݔே௞ ൅ . Si ݇ି ് 0 las coordenadas se calculan con la fórmula para 
decrecimiento ݔே௞ െ . Si ݇ା ൌ 0 y ݇ି ൌ 0, se entiende que no se encontró variable no 
básica ݔே௞ que mejore el valor de la función objetivo. La tabla 11 resume las 
combinaciones de los índices ݇ା, ݇ି y sus consecuencias en el procedimiento de 
factibilidad y en el procedimiento de optimalidad de la tabla 4 del capítulo 3.  

 

 

Condición ݔே௞ ൅  
Crecimiento 

ே௞ݔ െ  
Decrecimiento ݔ஻௝ es variable  

de  decisión  
݀௞௝ ൌ 0 ௝ es libre ௝ es libre ௝ es libre 

݀௞௝ ് 0 ௝ ൌ
஻௝ݔ
݀௞௝

ቤ
௅ಳೕୀ଴

 ௝ ൌ
െݔ஻௝
݀௞௝

ቤ
௅ಳೕୀ଴

 ௝ ൌ 0|௅ಳೕୀିஶ 
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Tabla 8: Procedimiento de factibilidad del algoritmo simplex KKT 
 

ݎ ൌ argሺ௥ሻ 

Datos de entrada:  
 ݇ା : Subíndice de ݔே௞ para su crecimiento ݔே௞ ൅  
 ݇ି : Subíndice de ݔே௞ para su decrecimiento ݔே௞ െ  
ࡺࡸ ,ࡺ࢞ Vector ݊x1 límite inferior de : ࡺࡸ  ൌ ሾܮேଵ,⋯ܮே௡ሿ் 
ࡺࢁ  ,ࡺ࢞ Vector ݊x1 límite superior de : ࡺࢁ  ൌ ሾܷேଵ,⋯ܷே௡ሿ் 
࡮࢞  ,Vector de variables básicas ݉x1 : ࡮࢞  ൌ ሾݔ஻ଵ,⋯ݔ஻௠ሿ் 
࡮ࡸ  ,࡮࢞ Vector ݉x1 límite inferior de : ࡮ࡸ  ൌ ሾܮ஻ଵ,⋯ܮ஻௠ሿ் 
 ܰ : Matriz no básica,  ܰ ൌ ሾࡺ૚,⋯࢔ࡺሿ 
 ଵ : Matriz inversa de la matriz básica ݉x݉ିܤ 
 ݉ ൌ |N௧| : Cardinalidad de la vecindad angular N௧ 

Cálculo de coordenadas KKT: ሼ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ሽ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cálculo de lacoordenada KKT positiva más restrictiva: 
௥ ൌ min	ሺሼ௝|݆K௖௔௡ௗ

௧ ሽ	ሼ଴ሽሻ, K௖௔௡ௗ
௧ ൌ ሼ݆|௝ ൐ 0ሽ, ଴ ൌ ൅∞ 

Caso de crecimiento ݔே௞ ൅  
Si ሺ݇ା ് 0ሻ:  
 ݇ ൌ ݇ା 
 ଴ ൌ ܷே௞ 
ࢊ  ൌ ࢑ࡺଵିܤ ൌ ሾ݀ଵ,⋯݀௠ሿ் 
 ௝ ൌ 0, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ 

 Para ݆ ൌ 1,⋯݉ 
 Si ሺ ௝݀ ് 0ሻ y ሺܮ஻௝ ൌ 0ሻ:  

 ௝ ൌ
௫ಳೕ
ௗೕ

 

 De otra forma ሺ ௝݀ ൌ 0ሻ: 
 ௝ ൌ ∞ 

Caso de decrecimiento ݔே௞ െ  
Si ሺ݇ି ് 0ሻ y ሺ݇ା ൌ 0ሻ:   
 ݇ ൌ ݇ି 
 ଴ ൌ െܮே௞ 
ࢊ  ൌ ࢑ࡺଵିܤ ൌ ሾ݀ଵ,⋯݀௠ሿ் 
 ௝ ൌ 0, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ 

 Para ݆ ൌ 1,⋯݉ 
 Si ሺ ௝݀ ് 0ሻ y ሺܮ஻௝ ൌ 0ሻ:  

 ௝ ൌ
ି௫ಳೕ
ௗೕ

 

 De otra forma ሺ ௝݀ ൌ 0ሻ: 
 ௝ ൌ ∞ 
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݇ା ݇ି Consecuencia 

് 0 ് 0 Implica ݔே௞ ൅  para mejorar el valor de la función objetivo 

് 0 ൌ 0 Implica ݔே௞ ൅  para mejorar el valor de la función objetivo 

ൌ 0 ് 0 Implica ݔே௞ െ  para mejorar el valor de la función objetivo 

ൌ 0 ൌ 0 Implica solución corriente óptima (Tabla 4 del capítulo 3). 

Tabla 9: Combinaciones de los índices ݇ା y ݇ି 

De la tabla 11 se deduce que el crecimiento ݔே௞ ൅  tiene precedencia sobre el 
decrecimiento ݔே௞ െ , lo cual está codificado en el procedimiento de factibilidad de la 
tabla 10. 
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5.3 Mecanismo de identificación de restricciones 
superfluas por criterio de coordenadas 

Suponer que se han generado las coordenadas KKT ௝, ݆ ൌ 1,⋯ |N௧| en la iteración ݐ por 

medio del procedimiento de factibilidad de la tabla 10. Suponer también que se ha 
determinado el conjunto de coordenadas negativas F௩௔௥

௧ ൌ ሼ݆|௝ ൏ 0ሽ definido en 

(10).Algunas restricciones F௥௘௦௧௥
௧ F௥௘௠

௧ superfluas remanentes enN௧podrán ser calculadasa 
partir de la relación entre el conjunto F௩௔௥

௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ y los parámetros y variables 

del diccionario de un problema de programación lineal. 

5.3.1 Identificación de variables y parámetros superfluos por 
coordenadas negativas 

El criterio de coordenadas de la tabla 4 asegura que existe cierta correspondencia entre  las 
coordenadas estrictamente negativas ௝ ൏ 0, ݆N௧ y las restricciones superfluas 

F௥௘௦௧௥
௧ F௥௘௠

௧ remanentes en la vecindad angular N௧.  

La correspondencia ሺ௝ ൏ 0ሻ݆F௥௘௦௧௥
௧  no es tan obvia. Para descifrarla se necesitará 

determinar otros tipos de correspondencia: 

ሺ௝ ൏ 0ሻሺݔ஻௝ሻሺܤ௝ሻ݆F௥௘௦௧௥
௧  (30) 

3.1.1 Correspondenciaሺ௝ ൏ 0ሻሺݔ஻௝ሻ: De la tabla 9 se obtienen los valores posibles de la 

coordenada௝: 

௝ ൌ

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
൅ݔ஻௝
݀௞௝

ቤ
௅ಳೕୀ଴	௬	ௗೖೕஷ଴

ܽݎܽ݌ ே௞ݔ ൅ 

െݔ஻௝
݀௞௝

ቤ
௅ಳೕୀ଴	௬	ௗೖೕஷ଴

ே௞ݔ	ܽݎܽ݌ െ 

0 |௅ಳೕୀିஶ

 

 
 
(31) 

De esta expresión notamos que el subíndice de ௝ es el mismo que el de la variable básica  

஻௝ܮ ஻௝.Cuandoݔ ൌ െ∞, ݔ஻௝ es variable de decisión ݔ௜ y la coordenada ௝ es nula. Pero 

cuando ܮ஻௝ ൌ  ,௝ y la coordenada௝ puede ser positivaݑ ஻௝ es variable de holguraݔ ,0

negativa, o nula.Dado que los índices de ௝ negativas pertenecen al conjunto: 

F௩௔௥
௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ  
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sededuce que los índices ݆F௩௔௥
௧ son índices de variables básicas.Es decir, existe la 

correspondencia ሺ௝ ൏ 0ሻሺݔ஻௝ሻ.  

3.1.2 Correspondenciaሺ௝ ൏ 0ሻሺܤ௝ሻ: La ݆ െésima coordenada ௝ ൏ 0está en 

correspondencia directa con la ݆ െésima variable básica ݔ஻௝, y ésta con la ݆ െésima 
columna de la matriz básica ܤ.Por tanto la columna ܤ௝ puede ser suprimida y las variables 

y parámetros básicos con índices ݆F௩௔௥
௧ pueden también ser suprimidos del problema de 

programación lineal.  

Dado que ݔ஻௝, ݆F௩௔௥
௧ es factor de vectores columna deܤ, pero no es factor de renglones de 

 y por tanto, tampoco señala ܤ el índice ݆ no señala necesariamente un renglón de ,ܤ
directamente a una restricción del sistema de ecuaciones ܰ࢞ࡺ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  Pero por el .࢈
criterio de coordenadas de la tabla 4 debe existir cierta correspondenciadel índice 
݆F௩௔௥

௧ conlos renglones de ܤ, y por tanto conlas restricciones superfluasF௥௘௦௧௥
௧ . Esta 

correspondencia se determina enseguida. 

5.3.2 Identificación de restricciones superfluas porcoordenadas 
negativas 

Enseguida se establece la correspondencia faltante: ሺ௝ ൏ 0ሻ݆F௥௘௦௧௥
௧ . Consideremos el 

conjunto de restricciones N௧ en la iteración "ݐ", es decirel sistema de ecuaciones del 
diccionario (33), el cual se reescribe enseguida: 

ࡺ࢞ܰ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  ࢈

ࡺࡸ ൏ ࡺ࢞ ൏ ࡮ࡸ,ࡺࢁ ൑ ࡮࢞ ൏  ࡮ࢁ
(32) 

Donde:࢞ࡺܴ௡, ࢞࡮, ݉,ܴ௠௫௠ܤ,ܴ௠, ܰܴ௠௫௡࢈ ൌ |N௧|. Suponer que(32) es el sistema 
inicial, es decir,ࡺࡸ ൌ ሾെ∞,⋯ ,െ∞ሿ, ࡺࢁ ൌ ሾ൅∞,⋯ ,൅∞ሿ, y ࡮ࡸ ൌ ሾ0,⋯ ,0ሿ, ࡮ࢁ ൌ
ሾ൅∞,⋯ ,൅∞ሿ,ܤ ൌ ሾܤଵ,⋯ , ௠ሿܤ ൌ ሾ݁ଵ,⋯ , ݁௠ሿ, donde ௝݁ es un vector canónico, el cual tiene 
un "1" en la ݆ െésima posición y ceros en las restantes: ௝݁ ൌ ሾ0, … 0,1,0,… 0ሿ்.Cada 
restricción del problema es una ecuación del sistema (32). Dado que la matriz ܤ es 
cuadrada, un índice que apunta a una de sus columnas está relacionado con el índice que 
apunta a uno de sus renglones, y por tanto a alguna restricción. Investiguemos enseguida 
esta relación. 

Lascolumnasde las matricesܰ ൌ ሾ ଵܰ,⋯ , ௡ܰሿyܤ ൌ ሾ݁ଵ,⋯ , ݁௠ሿ, y sus cotas inferiores para 
el diccionario inicial,son referenciados como sigue: 

⋯,ேଵܮ , ,⋯,஻ଵܮே௡ܮ  ஻௠ܮ

ଵܰ, ⋯ , ௡ܰ݁ଵ,⋯, ݁௠ 

, ⋯ ,, ⋯ ,  
1,⋯ , ݊ሺ݊ ൅ 1ሻ,⋯ , ሺ݊ ൅ ݉ሻ 

 

Es decir, las columnas deܰ y ܤ son apuntadas por los elementos de los vectores siguientes: 
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ࡺ࢖
૙ ൌ ሾ݌ேଵ,⋯݌ே௡ሿ ൌ ሾ1,⋯ , ݊ሿ 

࡮࢖
૙ ൌ ሾ݌஻ଵ,⋯݌஻௠ሿ ൌ ሾሺ݊ ൅ 1ሻ,⋯ , ሺ݉ ൅ ݊ሻሿ 

 

El vector canónico ௝݁está apuntado indirectamente por ݌஻௝
଴ y directamente apuntado por 

஻௝݌
଴ െ ݊ ൌ ݆. Las restricciones del diccionario inicial,y solo las del diccionario inicial, 

estándirectamente apuntadas también por ݌஻௝
଴ െ ݊ ൌ ݆,  es decir, por los componentes del 

vector de índices a restricciones siguiente: 

ࡾ࢖
૙ ൌ ሺ࡮࢖

૙ െ ሾ݊,⋯ , ݊ሿሻ ൌ ሾ1,⋯ ,݉ሿ  

En cada iteración el algoritmo simplex, las columnas de ܰ y ܤ y los elementos de los 
vectores ࡺ࢖

૙  y ࡮࢖
૙  están sujetos a intercambio. Por lo que, los elementos de ࡮࢖

૙  no solo 
cambiarán de posición sino que algunos se encontrarán enࡺ࢖

૙ . Por tanto, el vector de índices 
a restricciones ࡾ࢖ ൌ ሾ݌ோଵ,⋯ ,  no es tan simple de determinar como lo ݐ ோ௠ሿ en la iteración݌
fue ࡾ࢖

૙ .Sin embargo, debe notarse que ݌஻௝࡮࢖ ൌ ሾ݌஻ଵ,⋯ ,  puedeݐ ஻௠ሿ en la iteración݌

satisfacer: ݌஻௝࡮࢖૙  ó bien ݌஻௝ࡺ࢖૙ . En el primer caso ݌஻௝ apuntará al vector canónico ௝݁  y 

a la ݆ െésima restricción. Notar que ݌஻௝࡮࢖૙  estáasociado aܤ௝ ൌ ௝݁, y este a su vez está 

asociado a ܮ஻௝ ൌ 0.Por tanto el índice a restricciones݌ோ௝ se puede calcular como sigue: 

ோ௝݌ ൌ ൝
൫݌஻௝ െ ݊൯ si ஻௝ܮ ൌ 0

஻௝si݌ ஻௝ܮ ൌ െ∞
, ݆ ൌ 1,⋯݉ 

 

El elemento: 

ோ௝݌ ൌ ൫݌஻௝ െ ݊൯ si ஻௝ܮ ൌ 0 (33) 

apuntaal ݆ െésimo renglón de ܤ y apunta por tanto a la ݆ െésima restricción. Mientras que 
el elemento ݌ோ௝ ൌ ஻௝ܮ஻௝para݌ ൌ െ∞ apunta a columnas de la matriz no básica ܰ.En otras 

palabras, el elemento ݌ோ௝ ൌ ൫݌஻௝ െ ݊൯ identifica el renglón de la matriz ܤ localizado por 
medio desu columna ܤ௝correspondientes a ܮ஻௝ ൌ 0. Como se verá más adelante, éste 
renglón y ésta columna de ܤ son los únicos que podrán ser suprimidos. Las restricciones 
superfluas F௥௘௦௧௥

௧ definidas en (52) están en correspondenciacon las coordenadas negativas 
F௩௔௥
௧ definidas en (10). Por tanto, el conjunto de restricciones superfluas F௥௘௦௧௥

௧  en la 
iteración "ݐ" se precisa en términos de F௩௔௥

௧ como sigue: 

F௥௘௦௧௥
௧ ൌ ሼ൫݌஻௝ െ ݊൯ | ஻௝ܮ ൌ 0, ݆F௩௔௥

௧ ሽ (34) 

Dado que F௩௔௥
௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ, la expresión (34) se establece la relación buscada:ሺ௝ ൏

0ሻ݆F௥௘௦௧௥
௧ .  

Los renglones de ܤ, es decir, las restricciones del sistema (32), que son apuntados por los 
elementos de F௥௘௦௧௥

௧ calculados por (34)están sujetos a supresión. Las variables básicas y 
parámetros básicos con índices ݆F௩௔௥

௧  están también sujetos a supresión. Después de estas 
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Los dos criterios de identificación de restricciones superfluas aplicados a las restricciones 
de la figura 14 en el vértice frontera࢞#son los siguientes:  

(1) Criterio angular que selecciona las restricciones cuyos gradientes forman ángulo 
cuyo coseno es negativo respecto de la línea Q como se muestra en la figura 15 (a). 
Estos restricciones forman el conjunto F௔௡௚

# ൌ ሼ1		3		4		5		6ሽ 

(2) Criterio de coordenadas que selecciona los índices de las variables básicas 
superfluas cuyas coordenadas KKT son negativas con respecto a la línea Q como se 
muestra en la figura 15 (b): F௩௔௥

# ൌ ሼ4		5		6		7		11ሽ 

 

 

Fig. 7: Supresión de coordenadas superfluas 

Dado que N௔௧௔
∗ ൌ ሼ10,	1ሽ, notamos que Nൌ	ሼ10			9		11			8			7			2ሽ no satisface la condición 

de superfluidad N௔௧௔
∗ N. La restricción 1 faltante en N se encuentra en F௔௡௚

# ൌ
ሼ૚3		4		5		6ሽ. Sin embargo, el conjunto N௥௘௦௧௧

∗ determinado a partir de las dos gráficas de la 
figura 15 rescatará la restricción 1 que falta en N: 

N௥௘௦௧௧
∗ ൌ ሼ݆|݆F௔௡௚&௝ ൐ 0ሽ ൌ ሼ૚3ሽ 

Finalmente, la restitución de la restricción 1a N se realiza como sigue: 

NൌNN௥௘௦௧௧
∗  

Nൌሼ10			9		11			8			7			2ሽሼ૚3ሽൌሼ10			9		11			8			7			2૚3ሽ 

El resultado es que la vecindad angular Nya satisface la condición de superfluidad 
N௔௧௔

∗ N.  
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Notamos que el conjunto útil de coordenadas KKT ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ está disponible a partir 

del vértice frontera ࢞#. Por tanto, el cálculo del conjunto N௥௘௦௧௧
∗  y su restitución a N sólo se 

podrá realizar a partir de ࢞#, lo cual se puede lograr considerando las observaciones 
siguientes: 

1. Los conjuntos F௩௔௥
#  y N se pueden calcular antes de iniciar la ejecución del 

algoritmo simplex KKTpor medio del criterio angular establecido en el capítulo 4. 
2. El aseguramiento de la condición de superfluidad de N por medio de N௥௘௦௧௧

∗  se 
podrá realizar sólo a partir del vértice frontera ࢞#.  

3. La identificación de restricciones superfluas F௥௘௦௧௥
௧  y de variables y parámetros 

básicos superfluos F௩௔௥
௧  se podrán realizara partir del vértice frontera ࢞# en cada 

iteración "ݐ" después de asegurar la condición de superfluidad de N. 

Suponiendo que se satisface la condición de superfluidad N௔௧௔
∗ N debido a la restitución 

de N௥௘௦௧௧
∗ . Lo que procede ahora es detectar las restricciones cuyas coordenadas ௝ son 

negativas: F௩௔௥
௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ. Se ha encontrado que al suprimir todas las restricciones 

cuyas coordenadas son negativas se corre el riesgo de eliminar restricciones que delimitan 
el cono KKT. Es decir, la condición de superfluidad está todavía en riesgo de no cumplirse. 
Sin embargo, existe una forma de detectar restricciones candidatas a delimitar el cono KKT 
cuyas coordenadas ௝ son negativas. 

5.3.4 Preservación de la condición de superfluidad 

En la sección anterior se asegura que una vez que el conjunto de restricciones N௥௘௦௧௧
∗ ൌ

ሼ݆|݆F௔௡௚&௝ ൐ 0ሽ ha sido restituido a la vecindad angular N, esta satisface la condición 

de superfluidad N௔௧௔
∗ N. Se mostrará enseguida que esta restitución no es suficiente para 

garantizar la superfluidad de N.  

El criterio de coordenadas establece que toda restricción ݆F௥௘௦௧௥
௧  puede ser suprimida, 

donde:  

F௥௘௦௧௥
௧ ൌ ሼ൫݌஻௝ െ ݊൯ | ஻௝ܮ ൌ 0, ݆F௩௔௥

௧ ሽ  

Dado que F௩௔௥
௧ ൌ ሼ݆N௧|௝ ൏ 0ሽ, las restricciones ݆F௥௘௦௧௥

௧  son las de 

coordenadasnegativas condicionadas a ܮ஻௝ ൌ 0. Pero, como se mostrará en el siguiente 
ejemplo, no toda restricción con coordenada negativa puede ser suprimida.  

Consideremos el problema de programación lineal con polítopo el de la figura 14 la cual se 
despliega en la figura 16en forma simplificada para ilustrar la condición de superfluidad. 
En la figura se muestra el cambio de signo de la coordenada ସ, de negativa a positiva, 
cuando sucede el cambio de vértices:࢞૛࢞૜. 
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implica no suprimir restricciones. El mejor de los casos es cuando ௖ܷ௢௢௥ௗ	 െ ∞. Es decir, 
el umbral ௖ܷ௢௢௥ௗ debe ser sintonizado de acuerdo al problema de aplicación. Un valor de 
௖ܷ௢௢௥ௗ razonable encontrado en problemas de sujeción por manos robóticas es el que 

preserva en F௩௔௥
௧  las dos terceras partes del total de restricciones negativas más cercanas al 

origen.El mecanismo de identificación de restricciones superfluas F௥௘௦௧௥
௧  y de variables y 

parámetros básicos superfluos F௩௔௥
௧  en la iteración "ݐ"se muestra en la tabla 13. El 

mecanismo garantiza que se satisfaga la condición de superfluidadN௔௧௔
∗ N por medio de 

la restitución de N௥௘௦௧௧
∗ ൌ ሼ݆|݆F௔௡௚&௝ ൐ 0ሽ a N, y la condición de 

superfluidadN௔௧௔
∗ N௧ por medio de la selección apropiada de las restricciones de 

coordenadas negativas:F௩௔௥
௧ ൌ ሼ݆N௧| ௖ܷ௢௢௥ௗ ൏ ௝ ൏ 0ሽ. 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 10: Mecanismo de identificación de restricciones superfluas F௥௘௦௧௥
௧  y 

de variables y parámetros básicos superfluos F௩௔௥
௧ .  

El mecanismo de la tabla 13 puede ser representado por la función computacional: 

ሾF௥௘௦௧௥
௧ ,F௩௔௥

௧ ሿ ൌ ,ó݊ሺN,F௔௡௚݂݅ܿܽܿ݅݅ݐ݊݁݀ܫ , ,ݐ ,#ݐ ,࡮ࡸ ࡮࢖ ሻ (37) 

Datos de entrada: 

NC :            Vecindad angular calculada antes de iniciar el algoritmo 

F௔௡௚ൌ	C‐N :       Conjunto de restricciones superfluas iniciales  

݉ ൌ |C|           Cardinalidad de C 
௝, ݆ ൌ 1,⋯݉:     Las coordenadas KKT generadas por el mecanismo de la tabla 10 

ݐ ൌ 1, 2, …:          El número de iteraciones simplex 
#ݐ ൌ ݊:                El número de iteraciones en que se alcanza el vértice frontera ࢞# 
,஻௝ܮ ݆ ൌ 1,⋯݉:  Límite inferior de la variable básica ݔ஻௝ 
,஻௝݌ ݆ ൌ 1,⋯݉:  Apuntador a la variable básica ݔ஻௝.  

Si ݐ ൒   :hacer lo que sigue #ݐ
     Si ݐ ൌ  :hacer lo que sigue #ݐ
 Para cada ݆F௔௡௚ y ௝ ൐ 0 hacer restitución: NൌN	ሼ݆ሽ 

Para ݆ ൌ 1,⋯ |N| hacer lo que sigue preservando superfluidad:  

Si ሺ ௖ܷ௢௢௥ௗ ൏ ௝ ൏ 0ሻ y ሺܮ஻௝ ൌ 0ሻ hacer: 

  F௩௔௥
௧ ሺ݆ሻ ൌ ݆ 

   F௥௘௦௧௥
௧ ሺ݆ሻ ൌ ൫݌஻௝ െ ݊൯ 

De otra forma ሺݐ ൐  :ሻ hacer lo que sigue#ݐ
Para ݆ ൌ 1,⋯ |N௧| hacer lo que sigue preservando superfluidad:  

Si ሺ ௖ܷ௢௢௥ௗ ൏ ௝ ൏ 0ሻ y ሺܮ஻௝ ൌ 0ሻ hacer: 

  F௩௔௥
௧ ሺ݆ሻ ൌ ݆ 

   F௥௘௦௧௥
௧ ሺ݆ሻ ൌ ൫݌஻௝ െ ݊൯ 
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5.4 Supresión de restricciones superfluas por 
criterio de coordenadas 

Se desea reducir la cardinalidad de la vecindad angular N௧ en cada iteración ݐ del algoritmo 
simplex KKT. Expresado de otra forma, se desea reducir la dimensión del problema de 
programación lineal sujeto a optimización en cada iteración ݐ del algoritmo simplex 
KKT.La reducción se logra suprimiendo del problema el conjunto de restricciones 
superfluas F௖௢௢௥ௗ

௧  y el conjunto de variables y parámetros básicosF௕௔௦௖
௧ ,los cualesfueron 

determinados por el mecanismo de la tabla 13. El problema está definido en el espacio ܴ௡y 
está constituido por ݉ ൌ |N௧| restricciones funcionales, yse reescribede (32) en la forma 
siguiente: 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ ࡺࢉ
ࡺ࢞ࢀ ൅ ࡮ࢉ

 ࡮࢞ࢀ

݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ ࡺ࢞ܰ:ܽ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  ࢈

ࡺࡸ ൏ ࡺ࢞ ൏  ࡺࢁ

࡮ࡸ ൑ ࡮࢞ ൏  ࡮ࢁ

 
 

(38) 

Las variables y parámetroscon sus valores de iniciose muestran enseguida: 

ࡺ࢞ ൌ ሾݔேଵ, ே௡ሿ்ݔ⋯,ேଶݔ ൌ ሾݔଵ,  ௡ሿ்: variables de decisiónݔ⋯,ଶݔ
࡮࢞ ൌ ሾݔ஻ଵ, ஻௠ሿ்ݔ⋯,஻ଶݔ ൌ ሾݑଵ,  ௠ሿ்: variables de holguraݑ⋯,ଶݑ
ࡺࢉ ൌ ሾܿேଵ, ܿேଶ,⋯ ܿே௡ሿ் ൌ ሾܿଵ, ܿଶ,⋯ ܿ௡ሿ்: coeficientes de la función objetivo 
࡮ࢉ ൌ ሾܿ஻ଵ, ܿ஻ଶ,⋯ ܿ஻௠ሿ் ൌ ሾ0, 0,⋯0ሿ்: valor inicial  
ܰ ൌ ሾ ଵܰ, ଶܰ, ⋯	 ௡ܰሿ ൌ   x݊: matriz de coeficientes݉ ,ܩ
ܤ ൌ ሾܤଵ, ௠ሿܤ	⋯,ଶܤ ൌ  x݉: matriz inicial݉ ,ܫ
࢈ ൌ ሾܾଵ, ܾଶ,⋯ܾ௠ሿ்,݉x1 
ࡺࡸ ൌ ሾܮேଵ, ே௡ሿܮ⋯,ேଶܮ ൌ ሾെ∞,െ∞,⋯ ,െ∞ሿ 
ࡺࢁ ൌ ሾܷேଵ, ܷேଶ,⋯ܷே௡ሿ ൌ ሾ൅∞,൅∞,⋯ ,൅∞ሿ 
࡮ࡸ ൌ ሾܮ஻ଵ, ஻௠ሿܮ⋯,஻ଶܮ ൌ ሾ0,0,⋯ , 0ሿ 
࡮ࢁ ൌ ሾܷ஻ଵ, ܷ஻ଶ,⋯ܷ஻௠ሿ ൌ ሾ൅∞,൅∞,⋯ ,൅∞ሿ 
ࡺ࢖ ൌ ሾ݌ேଵ,⋯݌ே௡ሿ ൌ ሾ1,⋯ , ݊ሿ: apuntador iniciala elementos de࢞ࡺ 
࡮࢖ ൌ ሾ݌஻ଵ,⋯݌஻௠ሿ ൌ ሾሺ݊ ൅ 1ሻ,⋯ , ሺ݉ ൅ ݊ሻሿ: apuntador inicial a elementos de ࢞࡮ 

 

 

 

 

(39) 

Después de la iteración ݐ#en que se alcanza el vértice frontera ࢞#, el modelo (38)se somete 
a supresiones dictadas por los conjuntosde restricciones superfluasF௖௢௢௥ௗ

௧ yde variables y 
parámetros básicosF௕௔௦௖

௧ ,conjuntos que fueron calculados por el mecanismo de 
identificación de la tabla 13. 

5.4.1 Supresión de restricciones superfluas: 

Las restricciones funcionales del problema de programación lineal son las ݉ ecuaciones del 
sistema ܰ࢞ࡺ ൅ ࡮࢞ܤ ൌ  Por lo que solo basta suprimir los renglones correctos de los .࢈
parámetros ܰ, ܤ y ࢈. Los renglones sujetos a supresión son los apuntados por los índices en 
F௥௘௦௧௥
௧  dado en (35) el cual se reescribe enseguida: 
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F௥௘௦௧௥
௧ ൌ ൛൫݌஻௝ െ ݊൯หܮ஻௝ ൌ 0, ݆F௩௔௥

௧ ሽ  

Como se puede ver del código del mecanismo de identificación de la tabla 13, la condición 
஻௝ܮ ൌ 0en la expresión de F௥௘௦௧௥

௧ está implícita en F௩௔௥
௧ . La supresiónde los renglones 

superfluos de ܰ, ܤ y ࢈apuntados por los elementos de F௥௘௦௧௥
௧ y la supresión de variables y 

parámetros superfluos apuntados por F௩௔௥
௧ se codifican enseguida. 

5.4.2 Supresión de variables y parámetros básicos superfluos: 

Las variables básicas ݔ஻௝ sujetas a supresión son las apuntadas por los índices ݆F௩௔௥
௧ . 

Dado que ࡮࢖ es apuntador a los elementos de ࢞࡮, el índice ݆F௩௔௥
௧ es también apuntador a 

los elementos de ࡮ࡸ ,࡮ࢉ y ࡮ࢁ como se puede ver de la estructura de (38). Por tanto, las 
cantidades básicas que están sujetas a supresión, son las siguientes: 

 (40) ࡮ࢁy ࡮ࡸ ,࡮ࢉ ,ܤ ,࡮࢖,࡮࢞

En la matriz ܤ se suprime su݆ െésima columna, y en ࢞࡮ࡸ,࡮ࢉ,࡮࢖ ,࡮ y ࡮ࢁ se suprimen sus 
݆ െésimos elementos, donde ݆F௩௔௥

௧ . Después de la supresión, la dimensión del problema 
de programación lineal dado en (11) habrá sido reducida en|F௥௘௦௧௥

௧ | en la iteración ݐ. Por 
tanto, el costo computacional de los cálculos realizados por el algoritmo simplex KKT será 
reducido en iteraciones subsecuentes. La supresión de restricciones superfluas y de 
variables y parámetros superfluos se codifica en el mecanismo de las tablas 14 y 15. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 11: Datos de entrada para el mecanismo de supresión de la tabla 15 

 

Datos de entrada:  
ݐ ൌ 1, 2,⋯ : El número de iteraciones simplex 
#ݐ ൌ ݊ : El número de iteraciones en que se alcanza el vértice frontera ࢞# 
 Vector de variables básicas ݉x1 : ࡮࢞
ܰ : Matriz no básica ݉x݊, ൌ ሾ ௥ܰభ,⋯ ௥ܰ೙ሿ

் matriz en renglones 
Matriz básica ݉x݉, ൌ : ܤ ሾܤ௥భ,⋯ܤ௥೘ሿ

் matriz en renglones 
ൌ ሾܤ௖భ,⋯ܤ௖೘ሿ

்matriz en columnas 
 Vector de límites de recursos ݉x1 : ࢈
  Vector coeficiente ݉x1 de variables básicas : ࡮ࢉ
 ࡮࢞ Vector ݉x1 límite inferior de : ࡮ࡸ
 ࡮࢞ Vector ݉x1 límite superior de : ࡮ࢁ
 ࡮࢞ Vector ݉x1 puntador a elementos de : ࡮࢖
N௧ : Vecindad angular ݉x1 en la iteración ݐ, N௧ ൌ ሾNଵ

௧ ,⋯ ,N௠
௧ ሿ 

F௩௔௥
௧  : Conjunto de índices de coordenadas negativas 
ܮ ൌ |F௥௘௦௧௥

௧ |    : Cardinalidad de F௥௘௦௧௥
௧  

F௥௘௦௧௥
௧  : Conjunto de restricciones superfluasൌ ሾF௥௘௦௧௥

௧ ሺ1ሻ,⋯ ,F௥௘௦௧௥
௧ ሺܮሻሿ 

݉ ൌ  ࢈ Dimensión de : |࢈|
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Tabla 12: Mecanismo de supresión de restricciones superfluas y de variables y 
parámetros superfluosidentificados por criterio de coordenadas 

La función computacional que representa el mecanismo de supresión de restricciones 
superfluasy de variables y parámetros superfluos de las tablas 14 y 15 es la siguiente: 

ሾN௧, ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,ଵିܤ ,࢈ ,࡮ࢉ ,࡮ࡸ ,࡮ࢁ  ሿ࡮࢖
ൌ ó݊ሺF௖௢௢௥ௗ݅ݏ݁ݎ݌ݑܵ

௧ ,F௕௔௦௖
௧ ,N௧, ,ݐ ,݉,#ݐ ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,࢈ ,࡮ࢉ ,࡮ࡸ ,࡮ࢁ  ሻ࡮࢖

(41) 

 

 

Si ሺݐ ൐ ܮሺ		ݕ	ሻ#ݐ ൐ 0ሻhacer lo siguiente:  

 Para ݆ ൌ ,ܮ ሺܮ െ 1ሻ,⋯ , 1 suprimir renglones de ܤ (restricciones superfluas):  
ଵܮ  ൌ  |࢈|
2ܮ  ൌ F௥௘௦௧௥

௧ ሺ݆ሻ 

 ܰ1 ൌ ሾ ௥ܰଵ,⋯ ௥ܰሺ௅ଶିଵሻሿ்,  ܰ2 ൌ ሾ ௥ܰሺ௅ଶାଵሻ,⋯ ௥ܰ௅భሿ
், ܰ ൌ ቂܰ1

ܰ2
ቃ 

1ܤ  ൌ ሾܤ௥ଵ,⋯ܤ௥ሺ௅ଶିଵሻሿ்,  ܰ2 ൌ ሾܤ௥ሺ௅ଶାଵሻ,⋯ܤ௥௅భሿ
ܤ ,் ൌ ቂ1ܤ

2ܤ
ቃ 

 ܾ1 ൌ ሾܾଵ,⋯ܾሺ௅ଶିଵሻሿ்,  ܾ2 ൌ ሾܾሺ௅ଶାଵሻ,⋯ ܾ௅భሿ
࢈ ,் ൌ ቂܾ1

ܾ2
ቃ 

 N1 ൌ ሾNଵ
௧ ,⋯N௅మିଵ

௧ ሿ், N2 ൌ ሾN௅మାଵ
௧ ,⋯N௅భ

௧ ሿ், N௧ ൌ ቂN1
N2

ቃ  

 Para ݆ ൌ ,ܮ ሺܮ െ 1ሻ,⋯ , 1 suprimir columnas de ܤ:  
3ܮ  ൌ F௩௔௥

௧ ሺ݆ሻ 
1ܤ  ൌ ሾܤ௖ଵ,⋯ܤ௖ሺ௅ଷିଵሻሿ 2ܤ  , ൌ ሾܤ௖ሺ௅ଷିଵሻ,⋯ܤ௖௠ሿ், ܤ ൌ ሾ1ܤ  2ሿܤ
 ݉ ൌnúmero de columnas de ܤ 

 Calcular ିܤଵ 

 Para ݆ ൌ ,ܮ ሺܮ െ 1ሻ,⋯ , 1 suprimir variables y parámetros superfluos:  
ଵܮ  ൌ  |࡮࢖|
ଶܮ  ൌ F௩௔௥

௧ ሺ݆ሻ 

૚ࢄ  ൌ ሾݔ஻ଵ,⋯ݔ஻ሺ௅మିଵሻሿ
૛ࢄ  ,் ൌ ሾݔ஻ሺ௅మାଵሻ,⋯ ஻௅భሿݔ

࡮࢞,் ൌ ቂࢄ૚
૛ࢄ

ቃ 

࡮૚ࢉ  ൌ ሾܿ஻ଵ,⋯ ܿ஻ሺ௅మିଵሻሿ
࡮૛ࢉ  ,் ൌ ሾܿ஻ሺ௅మାଵሻ,⋯ ܿ஻௅భሿ

࡮ࢉ,் ൌ ൤
࡮૚ࢉ
࡮૛ࢉ

൨ 

࡮૚ࡸ  ൌ ሾܮ஻ଵ,⋯ܮ஻ሺ௅మିଵሻሿ
࡮૛ࡸ  ,் ൌ ሾܮ஻ሺ௅మାଵሻ,⋯ܮ஻௅భሿ

࡮ࡸ,் ൌ ൤
࡮૚ࡸ
࡮૛ࡸ

൨ 

࡮૚ࢁ  ൌ ሾܷ஻ଵ,⋯ܷ஻ሺ௅మିଵሻሿ
࡮૛ࢁ  ,் ൌ ሾܷ஻ሺ௅మାଵሻ,⋯ܷ஻௅భሿ

࡮ࢁ,் ൌ ൤
࡮૚ࢁ
࡮૛ࢁ

൨ 

࡮૚࢖  ൌ ሾ݌஻ଵ,⋯݌஻ሺ௅మିଵሻሿ
࡮૛࢖  ,் ൌ ሾ݌஻ሺ௅మାଵሻ,⋯݌஻௅భሿ

࡮࢖,் ൌ ൤
࡮૚࢖
࡮૛࢖

൨ 
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5.5 Procedimiento de pivoteo y actualización del 
algoritmo simplex KKT 

En cada iteración del algoritmo simplex KKT sucede un intercambio entre los componentes 
de los parámetros y variables del problema, lo que se conoce como pivoteo. El pivoteo es el 
intercambio de papeles entre la ݇ െésima variable no básica ݔே௞൫௥൯ y la  ݎ െésima 
variable básica ݔ஻௥ሺ௥ሻ. Debido a que ݔே௞࢞ࡺ y que ݔ஻௥࢞࡮ y debido a la influencia de 

 ே௞൫௥൯ yݔen las ecuaciones del problema de programación lineal, el pivoteo de ࡮࢞ y ࡺ࢞
 :஻௥ሺ௥ሻ fuerza los seis pivoteos siguientesݔ

 (42) ࡮࢖ࡺ࢖ ,࡮ࢁࡺࢁ ,࡮ࡸࡺࡸ ,ܤ	ܰ ,࡮ࢉࡺࢉ ,࡮࢞ࡺ࢞

La actualización del diccionario se realiza por medio de las ecuaciones (13), (14) y (16): 

ே௞ሺ௥ሻݔ ൌ ே௞ݔ േ ௥  

ሺ௥ሻ࡮࢞ ൌ ࡮࢞ ∓ ௥(43) ࢑ࢊ 

݂ሺ௥ሻ ൌ ݂ േ ሺܿே௞ െ ࡮ࢉ
  ࢑ሻ௥ࡺଵିܤࢀ

El signo superior que aparece en el doble signo se usa cuando ݇ା ് 0, mientras que el 
signo inferior se usa cuando ݇ି ് 0. La actualización del diccionario y el pivoteo se 
presentan en las tablas 16 y 17.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 13: Datos de entrada para el procedimiento de actualización y pivoteo 

Datos de entrada: 
 ݇ା ൌ 0 : Índice de ݔே௞ para su crecimiento ݔே௞ ൅  
 ݇ି ൌ 0 : Índice de ݔே௞ para su decrecimiento ݔே௞ െ  
 ݇ : Índice a variable no básica ݔே௞ entrante 
 ஻௥ salienteݔ Índice a variable básica : ݎ 
 ݂ : Valor corriente de la función objetivo 
 Vector de variables no básicas ݊x1 : ࡺ࢞ 
 Vector de variables básicas ݉x1 : ࡮࢞ 
 Vector coeficiente de variables no básicas ݊x1 : ࡺࢉ 
 Vector coeficiente de variables básicas ݉x1 : ࡮ࢉ 
 ܰ : Matriz no básica ݉x݊ 
 Matriz básica ݉x݉ : ܤ 
 ࡺ࢞ Vector ݊x1 límite inferior de : ࡺࡸ 
 ࡮࢞ Vector ݉x1 límite inferior de : ࡮ࡸ 
 ࡺ࢞ Vector ݊x1 límite superior de : ࡺࢁ 
 ࡮࢞ Vector ݉x1 límite superior de : ࡮ࢁ 
 ࢛ : ൌ ሾݑ௝,⋯ݑ௠ሿ, vector de variables de holgura ൫ݑ௝ ൌ ௝ܾ െ ࢐ࢇ

 ൯࢞ࢀ
 ࡺ࢞ Vector 1x݊ apuntador a elementos de : ࡺ࢖ 
 ࡮࢞ Vector 1x݉ apuntador a elementos de : ࡮࢖ 
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Tabla 14: Procedimiento de pivoteo y actualización del diccionario 

El procedimiento de pivoteo y actualización del diccionario de las tablas 16 y 17 puede ser 
representado por medio de la siguiente función computacional: 

ሾ࢞ࡺ, ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,ࡺࢉ ,࡮ࢉ ,ࡺࡸ ,࡮ࡸ ,ࡺࢁ ,࡮ࢁ ,ࡺ࢖ ,࡮࢖ ݂, ࢞, ࢛ሿ 
ൌ ,ሺ݇ା݋݁ݐ݋ݒ݅ܲ ݇ି, ݇, ,ݎ ,ࡺ࢞ ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,ࡺࢉ ,࡮ࢉ ,ࡺࡸ ,࡮ࡸ ,ࡺࢁ ,࡮ࢁ ,ࡺ࢖  ሻ࡮࢖

(44) 

5.6 Algoritmo simplex KKT 

Los procedimientos del algoritmo simplex revisado [Chvatal, 1983] son esencialmente 
optimalidad, factibilidad y pivoteo. Sin embargo, el algoritmo simplex KKT que se 
presentará en las tablas 18 y 19 está formado por cinco procedimientos:  

1. Procedimiento de optimalidad que incluye los mecanismos de variables libres. 
2. Procedimiento de factibilidad, el cual se adapta para procesar las variables libres del 

problema. Incluye el mecanismo de generación de coordenadas. 
3. Mecanismo de identificación de restricciones superfluas por criterio de coordenadas 
4. Procedimiento de actualización y pivoteo. 
5. Mecanismo de supresión de restricciones superfluas por criterio de coordenadas. 

Los datos de entrada son los parámetros ሼܩ, ,࢈ 	 :ሽ del problema de programación linealࢉ
࢞ݔܽ݉ ݂ ൌ ࢞ܩ sujeto a ்࢞ࢉ ൑  Luego se calcula el cúmulo de restriccionesCy de aquí se .࢈
determinanel conjunto de restricciones superfluas F௔௡௚y la vecindad angular N.  

Actualización del diccionario: 
 Si ሺ݇ା ് 0ሻ:  caso de crecimiento ݔே௞ ൅  
ே௞ݔ  ൌ ே௞ݔ ൅ ୰ 
ሺሻ࡮࢞  ൌ ࡮࢞ െ  ࢑୰ࡺଵିܤ
 ݂ ൌ ݂ ൅ ሺܿே௞ െ ஻ࢉ

 ࢑ሻ୰ࡺଵିܤ்
 Si ሺ݇ି ് 0ሻ:  caso dedecrecimiento ݔே௞ െ  
ே௞ݔ  ൌ ே௞ݔ െ ୰ 
ሺሻ࡮࢞  ൌ ࡮࢞ ൅  ࢑୰ࡺଵିܤ
 ݂ ൌ ݂ െ ሺܿே௞ െ ஻ࢉ

 ࢑ሻ୰ࡺଵିܤ்
Hacer sucesivamente una asignación a la vez de ݓே y de ݓ஻:  
ேݓ  ൌ ,ࡺ࢞ ,ࡺࢉ ܰ, ,ࡺࡸ ,ࡺࢁ  ࡺ࢖
஻ݓ  ൌ ,࡮࢞ ,࡮ࢉ ,ܤ ,࡮ࡸ ,࡮ࢁ ,  ࡮࢖
 Intercambiar el elemento ݓே௞ con el elemento ݓ஻௥: 
ݔݑܽ  ൌ  ே௞ݓ
ே௞ݓ  ൌ  ஻௥ݓ
஻௥ݓ  ൌ  ݔݑܽ
Rescatar la solución ሾ࢞, ࢛ሿ a partir de ࢞ࡺ y ࢞࡮.  



 82

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 15: Datos de entrada al algoritmo simplex KKT 

 

Datos de entrada: 
 Modelo de programación lineal original en ܴ௡: 
 Matriz de coeficientes : ܩ 
 Vector de recursos : ࢈ 
 Vector de costos : ࢉ 
 C : Cúmulo de restricciones 
 Modelo de programación lineal en ܴ௡ reducido en restricciones por F௔௡௚: 
 N : Vecindad angular determinada por el mecanismo de la tabla 2 
 ݉ ൌ |N| : Cardinalidad de N 
 N : Matriz de coeficientes ajustada a Nܩ 
 N : Vector de recursos ajustado a N࢈ 
 Vector de costos sin cambio : ࢉ 
 Parámetros y variables del diccionario: valores de inicio 
ࡺࢉ  ൌ  Vector coeficiente de variables no básicas ݊x1 : ࢉ
࡮ࢉ  ൌ ૙ : Vector coeficiente de variables básicas ݉x1 
 ܰ ൌ  N : Matriz no básica ݉x݊ܩ
ܤ  ൌ  Matriz básica ݉x݉ : ܫ
ଵିܤ  ൌ  x݉݉ܤ Matriz inversa de : ܫ
࢈  ൌ  N : Vector de recursos ݉x1࢈
ࡺࡸ  ൌ െ∞ : Vector ݊x1 límite inferior de ࢞ࡺ 
ࡺࢁ  ൌ ൅∞ : Vector ݊x1 límite superior de ࢞ࡺ 
࡮ࡸ  ൌ ૙ : Vector ݉x1 límite inferior de ࢞࡮ 
࡮ࢁ  ൌ ൅∞ : Vector ݉x1 límite superior de ࢞࡮ 
ࡺ࢖  ൌ ሾ1,⋯݊ሿ : Vector 1x݊ apuntador a elementos de ࢞ࡺ 
࡮࢖  ൌ ሾሺ݊ ൅ 1ሻ,⋯ , ሺ݊ ൅݉ሻሿ : Vector 1x݉ apuntador a elementos de ࢞࡮ 
ࡺ࢞  ൌ ૙ : Vector de variables no básicas ݊x1 
࡮࢞  ൌ  Vector de variables básicas ݉x1 : ࢈
 ݂ ൌ 0 : función objetivo escalar  
 ࢞ ൌ ૙ : Vector de variables de decisión 1x݊ 
 ࢛ ൌ  Vector de variables de holgura 1x݉ : ࢀ࢈
 Parámetros auxiliares: valores de inicio 
݊݋݊ܽܥ  ൌ ሾ1,⋯݊ሿ : Vector 1x݊ de restricciones canónicas  
ݐ݊݋ܿ_݊݋݊ܽܥ  ൌ 0 : Contador de restricciones canónicas  
 Máximo número de iteraciones propuesto :  ݔܽ݉_ݐ 
#ݐ  ൌ ݊  : Iteración en que se alcanza el vértice frontera ࢞# 
ݐ  ൌ 0 : Iteración del algoritmo simplex KKT 
݋݉݅ݐ݌ܱ  ൌ ,Condición óptima de la solución ሾ࢞ : ݁ݏ݈݂ܽ ࢛ሿ 
 N௧ ൌ N : Vecindad angular en la iteración ݐ ൐  #ݐ
 ݇ା ൌ 0 : Índice de ݔே௞ para su crecimiento ݔே௞ ൅  
 ݇ି ൌ 0 : Índice de ݔே௞ para su decrecimiento ݔே௞ െ  



 83

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 16: Algoritmo simplex KKT 

En el algoritmo simplex KKT desarrollado en este trabajo de tesis, las variables y 
parámetros del problema de programación lineal evolucionan en cada iteración. La 
evolución sucede por actualización, pivoteo, supresión de restricciones, y supresión de 
variables y parámetros superfluos. La supresión es el proceso que modifica la dimensión 
del problema de programación lineal, como se muestra en la tabla 20. 

ࡺࢁ ࡺࡸ ࢈ ܤ ܰ ࡮ࢉ ࡺࢉ  ࡮ࡸ ࡮ࢁ N௧ ࡮࢞ ࡺ࢞ ࡮࢖ ࡺ࢖

Pivoteo √ √ √ √  √ √ √ √ √ √ √ √  

Supresión  √ √ √ √   √ √  √  √ √ 

Tabla 17: Parámetros y variablessujetos a pivoteo y supresión 

En el segundo renglón de la tabla 20 se marcan las seis parejas de la expresión (42) de 
cantidades no básica  básica cuyos componentes ݇ݎ son pivoteados. En el tercer 
renglón se marcanlas variables y parámetrosque están sujetos a supresión. Todos los 
parámetros y variables básicos están sujetos a supresión. La matriz ܰ siendo matriz no 
básica, se le suprimen solo sus renglones porque éstos son parte de una 
restricción.Solamente a la matriz ܤ se le suprimen columnas y renglones, columnas por ser 
matriz básica y renglones porque éstos son parte de una restricción. La vecindad angular 
N௧ está sujeta a supresión porque contabiliza las restricciones. 

ሾ݇ା, ݇ିሿ ൌ ,ࡺࢉሺ݈݀ܽ݀݅ܽ݉݅ݐ݌ܱ ,࡮ࢉ ܰ, ,ଵିܤ ,ࡺ࢞ ,ࡺࡸ ,݊݋݊ܽܥ ,#ݐ ݇ା, ݇ିሻ 

ሾ݇, ,ݎ ሼ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉ሽ, ௥ሿ ൌ ,ሺ݇ା݈ܾ݀ܽ݀݅݅݅ݐܿܽܨ ݇ି, ,ࡺࡸ ,ࡺࢁ ,࡮࢞ ,࡮ࡸ ,࡮࢖ ܰ,  ଵ,݉ሻିܤ

ሾF௥௘௦௧௥
௧ ,F௩௔௥

௧ ሿ ൌ ,F௔௡௚	ó݊ሺN,݂݅ܿܽܿ݅݅ݐ݊݁݀ܫ , ,ݐ ,#ݐ ,࡮ࡸ ࡮࢖ ሻ 

ሾ࢞ࡺ, ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,ࡺࢉ ,࡮ࢉ ,ࡺࡸ ,࡮ࡸ ,ࡺࢁ ,࡮ࢁ ,ࡺ࢖ ,࡮࢖ ݂, ࢞, ࢛ሿ 
ൌ ,ሺ݇݋݁ݐ݋ݒ݅ܲ ,ݎ ,ࡺ࢞ ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,ࡺࢉ ,࡮ࢉ ,ࡺࡸ ,࡮ࡸ ,ࡺࢁ ,࡮ࢁ ,ࡺ࢖  ሻ࡮࢖

ሾN௧, ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,ଵିܤ ,࢈ ,࡮ࢉ ,࡮ࡸ ,࡮ࢁ  ሿ࡮࢖
ൌ ó݊ሺF௥௘௦௧௥݅ݏ݁ݎ݌ݑܵ

௧ ,F௩௔௥
௧ ,N௧, ,ݐ ,݉,#ݐ ,࡮࢞ ܰ, ,ܤ ,࢈ ,࡮ࢉ ,࡮ࡸ ,࡮ࢁ  ሻ࡮࢖

Mientras ሺݐ ൏  :ሻ ejecutar lo que sigue	ݔܽ݉_ݐ

1.- Procedimiento de optimalidad de variables libres y vértice frontera (Tabla 4, Cap. 3):

            Si ሺ݇ା ൌ 0ሻ y ሺ݇ି ൌ 0ሻ terminar, la solución corriente ሾ࢞, ࢛ሿ es óptima 

2.- Procedimiento de factibilidad (Tabla 10):	

3.- Mecanismo de identificación de restricciones superfluas (Tabla 13): 	

4.- Procedimiento de pivoteo ݇ݎ y actualización (Tablas 16 y 17): 

5.- Mecanismo de supresión de restricciones superfluas y de variables y parámetros 
superfluos (Tablas 14 y 15):  

ݐ  ൌ ݐ ൅ 1 
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De la tabla 20 notamos quehay cantidades que están sujetas tanto a pivoteo como a 
supresión. Esta condición parece una dificultadporqueel algoritmo simplex KKT de la tabla 
19 primero realiza el pivoteo y después la supresión. La supresión de una columna "݆" de ܤ 
y el pivoteo ݇ݎ,entre la ݇ െésima columna entrante de la matriz no básica ܰ y la 
ݎ െésinma columna saliente de la matriz básica ܤ, no se traslapan. Solo se suprimen 
columnas de ܤpero no de ܰ, por lo que el índice ݇ no se toca en la supresión. Además, de 
݆ se suprime una ܤ െésima columna que corresponde auna coordenada௝ ൏ 0, pero no se 

suprime una columna que corresponda a una coordenada ௥ ൐ 0, por lo que el índice 
 tampoco se toca en la supresión. Por tanto, el pivoteo y la supresión son operaciones queݎ
se afectan una a la otra. 

5.7 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se ha desarrolla un nuevo algoritmo para el cálculo eficiente del vértice 
óptimo ࢞∗ de un problema de programación lineal a partir de un punto interior del polítopo 
de soluciones factibles. El algoritmo ha sido denotado como algoritmo simplex KKT porque 
está fundamentado en el concepto de cono Karush-Kuhn-Tucker (KKT). El cono KKT es 
preservado en cada iteración del algoritmo mientras se suprimen las restricciones 
identificadas como superfluas. 

El desarrollo del algoritmo simplex KKT ha estado motivado porque se ha observado una 
gran cantidad de restricciones no atadas en los modelos de programación lineal para 
representar la sujeción por manos robóticas. La supresión de una buena cantidad de 
restricciones no atadas reduce los tiempos de cálculo lo que es deseable en aplicaciones en 
tiempo real, como lo es la sujeción por manos robóticas Además, los trabajos reportados a 
la fecha en identificación de restricciones no atadas se han limitado a proveer sólo ideas y 
conceptos fundamentales.  

El algoritmo simplex KKT es resultado de la adaptación del algoritmo simplex revisado 
reportado por [Chvatal (1983)] al que se le han insertado procedimientos computacionales 
que reducen la complejidad de un problema de programación lineal, por lo que el algoritmo 
posee los atributos siguientes:  

(1) Contiene el algoritmo de vértice frontera el cual incluye los mecanismos de variables 
libres y de cálculo del vértice frontera. Estealgoritmo posee las propiedades 
siguientes: (i) acepta variables libres en forma directa sin usar métodos de conversión 
a variables no negativas y (ii) calcula en "݊" iteraciones un vértice en la frontera del 
polítopo de soluciones factibles a partir del origen de ܴ௡ en su interior, con la 
propiedad adicional de que el vértice calculado está angularmente cercano al vértice 
óptimo. Esta propiedad se explica porque el algoritmo usa la misma función objetivo 
del problema de programación que se está resolviendo. Otra propiedad interesante del 
algoritmode vértice frontera es que es similar al algoritmo de punto interior. Ambos 
parten de un punto interior y generan trayectorias dirigidas por la función objetivo que 
conducen a la solución óptima. Un atractivo del algoritmode vértice frontera es que se 
aproxima a la solución óptima en solo "݊" iteraciones, mientras que el algoritmo de 



 85

punto interior resuelve problemas no lineales en cada iteración. Dadas sus 
propiedades, el algoritmode vértice frontera es aplicable a la solución del problema de 
análisis de sujeción por manos robóticas, el cual se modela mediante un problema de 
programación lineal de variables libres con el origen de ܴ௡ en el interior del polítopo 
de soluciones factibles.  

(2) Contiene dos mecanismos de identificación de restricciones superfluas, es decir 
restricciones redundantes y restricciones no atadas a la solución óptima. La 
identificación está fundamentada en una clase de polarización de restricciones 
causada por las siguientes cantidades polarizadoras: el gradiente ݂׏ de la función 
objetivo y el cono Karush-Kuhn-Tucker. La polarización fuerza a las restricciones a 
agruparse en dos clases: (i) el conjunto de restricciones candidatas a delimitar el cono 
KKT y (ii) el conjunto de restricciones que contiene algunas restricciones superfluas. 
Las entidades sujetas a la polarización son todas las restricciones de un problema de 
programación lineal. El fenómeno de polarización sucede a través de cantidades 
derivadas de las restricciones que son sensibles a la polarización: (i) ݏ݋ܥ൫௝൯, ݆ ൌ
1,⋯ ,݉ y (ii) ௝, ݆ ൌ 1,⋯ ,݉.Donde ௝ es el ángulo entre el gradiente ׏ ௝݄ de la 

݆ െésima restricción y ݂׏, y ௝ es la coordenada KKT. La polarización de 

restricciones por medio de ݏ݋ܥ൫௝൯ dio como resultado el mecanismo de 
identificación de restricciones superfluas por criterio angular. La polarización por 
medio de la coordenada௝ nos condujo al mecanismo de identificación de 

restricciones superflua por criterio de coordenadas. 

(3) En ambos mecanismos de identificación de restricciones superfluas suceden 
proyecciones ortogonales de vectores en el espacio ܴ௡ sobre el vector gradiente de la 
función objetivo. En el mecanismo por criterio angular se proyectan las gradientes de 
cada restricción. La información clave de estas proyecciones es el coseno del ángulo 
entre el vector a proyectar y el gradiente de la función objetivo. En el mecanismo por 
criterio de coordenadas se usan las coordenadas generadas por el algoritmo simplex 
KKT, las cuales son equivalentes a ciertas coordenadas sobre un eje alineado con el 
gradiente de la función objetivo. Las coordenadas sobre este eje son las magnitudes 
de las proyecciones ortogonales de vectores correspondientes a los puntos de cruce 
del eje de coordenadas del algoritmo simplex con los hiperplanos de cada restricción. 
Aunque estas dos proyecciones son la idea clave de la polarización de restricciones, 
no son del todo confiables por si mismas en la identificación de restricciones 
superfluas, es decir, no garantizan la condición de superfluidad. Por esta razón cada 
uno de estos mecanismos tiene un procedimiento adicional para corregir sus 
deficiencias. El mecanismo por criterio angular tiene el procedimiento de restitución 
de restricciones atadas, y el mecanismo por criterio de coordenadas tiene un 
procedimiento de selección de las coordenadas negativas más cercanas al origen.  

(4) Una ventaja sobresaliente del algoritmo simplex KKT sobre el algoritmo simplex 
revisado es su eficiencia de cálculo. La eficiencia se debe a la supresión de 
restricciones identificadas como superfluas lo que repercute en la reducción de la 
dimensión del problema original de programación lineal. Es decir, la complejidad del 
problema es reducida drásticamente durante la ejecución del algoritmo. 
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(5) El algoritmo simplex KKT es de aplicación inmediata a la solución del problema de 
sujeción por manos robóticas, el cual será abordado en el capítulo 6.En análisis de la 
sujeción por manos robóticas modelada por medio de un problema de programación 
lineal se ha observado la existencia de una gran cantidad de restricciones superfluas 
las cuales son causantes de los tiempos prolongados de cálculo en esta clase de 
problemas. Las restricciones superfluas encontradas en estos problemas son 
eminentemente no atadas y rara vez redundantes. Los mecanismos desarrollados en 
esta tesis solo polarizan todas las restricciones, identifica y suprime las redundantes 
por criterio angular o de coordenadas, es decir no distinguen entre redundantes y no 
atadas.  

 



 87

Capítulo 5 

Resultados Experimentales 

Una mano robótica, como la mostrada en la figura 1, es una cadena cinemática cerrada que 
involucra contactos múltiples con fricción entre objetos pasivos y estructuras mecánicas 
activamente coordinadas. La robustez, destreza y autonomía son atributos deseables en la 
mano robótica. Aunque esta tecnología ha sido investigada por tres décadas 
aproximadamente los atributos referidos están todavía en desarrollo en el laboratorio. No 
hay actualmente aplicaciones industriales aunque sus aplicaciones potenciales se 
encuentran en las áreas de teleoperación y telecirugía.  

 

Fig. 1: The Shadow Dexterous Hand 
© Copyright Shadow Robot Company Ltd. 

Las manos robóticas humanoides se han desarrollado principalmente para imitar las 
funciones de la mano humana y el área que las estudia se conoce como manipulación 
diestra [Venkataraman, S. T (1994), Mason, M. (2001)]. El análisis de la sujeción es parte 
de la manipulación diestra y consiste en decidir si la sujeción definida por la geometría de 
los contactos entre los dedos y el objeto a sujetar es estable. El problema de la sujeción es 
fundamental porque tiene que resolverse antes de la manipulación. Una dificultad 
enfrentada por la tecnología de la mano robótica es la falta de algoritmos eficientes para la 
manipulación diestra en general, incluyendo el análisis de la sujeción.  
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En este capítulo se plantea la hipótesis de que el algoritmo simplex KKT puede resolver 
eficientemente el problema de análisis de la sujeción por manos robóticas cuando es 
modelado por un problema de programación lineal.  

El problema de programación lineal que modela la sujeción ha sido desarrollado por Ding 
Dan (2002) y posee las siguientes características: (i) el problema está definido en el espacio 
ܴ଺, (ii) el origen de ܴ଺ es punto interior del polítopo de soluciones factibles lo cual implica 
que el problema es de variables libres, (iii) un número razonable de restricciones usado en 
el problema es del orden de 400, por lo que aparecerían 400-6 restricciones superfluas, es 
decir, que la solución del problema estaría determinada por sólo 6 restricciones y que las 
394 restantes están de más.  

Por otro lado, el algoritmo simplex KKT posee las cualidades siguientes: (i) resuelve 
problemas de programación lineal en el espacio ܴ௡ en los que el número de restricciones es 
mayor que "݊", (ii)  maneja variables libres, (iii) el origen de ܴ௡ puede ser punto interior 
del polítopo de soluciones factibles, (iv) migra desde el punto interior hasta un vértice en la 
frontera del polítopo en solo "݊" iteraciones, (v) suprime masivamente restricciones 
superfluas. El desarrollo del algoritmo simplex KKT estuvo motivado por el intento de 
resolver eficientemente el problema de sujeción por manos robóticas, por lo que el 
algoritmo está diseñado a la medida del problema de análisis de la sujeción.  

El contenido de este capítulo se presenta como sigue. En la sección 1 se deriva un modelo 
matemático de la sujeción por manos robóticas. En la sección 2 se presentan tres criterios 
para el análisis de la sujeción, basados en modelos lineales, de los cuales se elige el de 
programación lineal en la sección 3. En la sección 4 se presentan los resultados numéricos 
para evaluar el desempeño del algoritmo simplex KKT en la solución del problema de 
programación lineal de sujeción por manos robóticas. En la sección 4 se presentan las 
conclusiones del capítulo. 
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࢏࢝ ൌ ൤
࢏ࢌ

࢏ࢌx࢏࢘
൨ ൌ ൤

࢏ࢌܫ
௜ܵ࢏ࢌ
൨ ൌ ൤

ܫ
௜ܵ
൨ ݅ ,࢏ࢌ ൌ 1, 2, … 5 

(1) 

Donde ܫ es la matriz identidad de dimensión 3x3 y ௜ܵ es una matriz producto cruz asociada 
al vector de posición ࢘࢏ ൌ[ݎ௜௫, ,௜௬ݎ ݅ ௜௭ሿ் delݎ െésimo punto de contacto:  

௜ܵ ൌ 	 ቎
0 െݎ௜௭ ௜௬ݎ
௜௭ݎ 0 െݎ௜௫
െݎ௜௬ ௜௫ݎ 0

቏ 

El efecto resultante de los wrenches de los 5 dedos es la fuerza ࡲ  y el momento angular ࡹ 
mostrados en la figura 2, el cual se expresa como sigue: 

࢝૚ ൅ ࢝૛ ൅⋯൅࢝૞ ൌ ቂࡲ
ࡹ
ቃ (2) 

Asumiendo que la fuerza ࡲ  y el momento angular ࡹ son nulos el objeto quedaría inmóvil 
si se garantizara que la sujeción es estable. La ecuación (2) se convierte entonces en la 
ecuación de sujeción con condición de estabilidad pendiente de ser verificada: 

࢝૚ ൅ ࢝૛ ൅⋯൅࢝૞ ൌ ૙ (3) 

La fuerza ࢏ࢌ ൌ ሾ ௜݂௫, ௜݂௬, ௜݂௭ሿ் en cada wrench ࢝࢏ debe satisfacer la restricción impuesta por 
la fricción durante el contacto del dedo con el objeto, la cual se expresa como sigue:  

ට ௜݂௫
ଶ ൅ ௜݂௬

ଶ ൑  ௜݂௭ donde  ൐ 0 y ௜݂௭ ൐ 0, ݅ ൌ 1, 2, … 5 (4) 

Los componentes ௜݂௫, ௜݂௬ están dispuestos sobre la superficie de contacto mientras que ௜݂௭ 
es perpendicular a la superficie como se muestra en la figura 2. 

5.1.1 Formulación del problema de sujeción 

Dada la ecuación sujeción: 

࢝૚ ൅ ࢝૛ ൅⋯൅࢝૞ ൌ ૙ 
                              sujeta a:  

                               ට ௜݂௫
ଶ ൅ ௜݂௬

ଶ ൑  ௜݂௭,  ൐ 0 y ௜݂௭ ൐ 0, ݅ ൌ 1, 2, … 5 

 
(5) 

                    
el problema de análisis de la sujeción consiste en determinar si la sujeción es estable o no 
es estable. La estabilidad de la sujeción dependerá de que se satisfaga o no la restricción no 
lineal impuesta por la fricción y del posicionamiento de los contactos manifestado en cada 
wrench ࢝࢏. Notamos que el problema de sujeción (5) es no lineal.  

Dado que  ൐ 0 y ௜݂௭ ൐ 0, la restricción dada en (5) define un cono en ܴଷ, llamado cono de 

fricción en el ݅ െésimo contacto, el cual se denota como K௙
ሺ௜ሻ y se define como sigue:  
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K௙
ሺ௜ሻ ൌ ሼ൫ ௜݂௫, ௜݂௬, ௜݂௭൯ |ට ௜݂௫

ଶ ൅ ௜݂௬
ଶ ൑  ௜݂௭, ൐ 0, ௜݂௭ ൐ 0ሽ (6) 

Este cono puede ser linealizado por medio de un número ݉ௗ de vectores ࢊ௝
ሺ௜ሻ de 

discretización. El cono (6) linealizado se expresa entonces como la combinación lineal 
positiva siguiente:  

࢏ࢌ ൌ෍௝
ሺ௜ሻࢊ௝

ሺ௜ሻ

௠೏

௝ୀଵ

; ௝
ሺ௜ሻ ൐, ݅ ൌ 1,… 5 (7) 

5.1.2 Linealización del problema de sujeción 

El número ݉ௗ de vectores de discretización puede ir desde 10 hasta 1000. Un número 
razonable es ݉ௗ ൌ 100, el cual usaremos como ejemplo. Cuando la combinación lineal 
positiva (7) se sustituye en cada wrench ࢝࢏ de (5) usando ݉ௗ ൌ 100, se tendrán 500 
sumandos. Después de sustituir y reducir se obtiene una combinación lineal positiva con la 
estructura siguiente:  

lଵࢍ૚ ൅ lଶࢍ૛ ൅ ⋯൅ lହ଴଴ࢍ૞૙૙ ൌ ૙ (8) 

Donde ࢐ࢍ, ݆ ൌ 1,… , 500 son vectores unitarios en el espacio ܴ଺ los cuales reciben el 
nombre wrenches primitivos de contacto, y l௝ ൐ 0 son coeficientes que satisfacen:  

෍ l௝ ൌ 1

ହ଴଴

௝ୀଵ

, l௝ ൐ 0 (9) 

Notemos que (9) es una ecuación de convexidad por lo que (8) es una combinación lineal 
convexa. Notemos también que la combinación lineal convexa (8) con 500 sumandos es 
equivalente al problema no lineal dado en (5) de solo 5 sumandos. El problema no lineal se 
ha convertido en un problema lineal de dimensión expandida. La no linealidad ha sido 
eliminada en (5) por lo que el modelo linealizado (8) se conoce como modelo de sujeción 
de cono embebido.  

Toda vez que los puntos de contacto han sido elegidos, los vectores ࢐ࢍ, ݆ ൌ 1,… , 500 
quedan determinados. Por tanto, la información de la estabilidad de la sujeción queda 
concentrada en los coeficientes l௝, ݆ ൌ 1,… ,500. Si los coeficientes satisfacen la condición 
de convexidad (9) la sujeción es estable. Si los coeficientes no satisfacen esta condición, la 
sujeción es no estable y habrá que reposicionar los puntos de contacto, lo cual implica 
generar otro conjunto de vectores ࢐ࢍ para intentar satisfacer la condición. Notar que la 
verificación de la estabilidad de sujeción solo requiere que l௝ ൐ 0 para todo ݆, la expresión 
de convexidad (9) es solo una forma de explicar la estabilidad.  
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Consideremos un rayo que parte de ࢖ y se hace pasar por el origen de ܴଶ como se muestra 
en la figura 3. Dado que ࢖ está en el interior del casco convexo ܪሺGሻ, el rayo debe 
intersectar la frontera del casco en un único punto ࢗ. Luego el criterio del rayo emisor 
consiste en verificar las relaciones siguientes:  

Si  ࢗ࢖തതതത ൐  ሺVሻ, lo que implica sujeción estableܪ૙തതതത entonces ૙࢖

Si  ࢗ࢖തതതത ൏  ሺVሻ, lo que implica sujeción no estableܪ૙തതതത entonces ૙࢖
(11) 

Donde ࢗ࢖തതതത es el segmento desde el punto ࢖ hasta el punto ࢗ, y ࢖૙തതതത es el segmento desde el 
punto ࢖ hasta el origen de ܴଶ.  

5.2.4 Verificación del criterio del rayo emisor 

La comprobación del criterio del rayo emisor especificado en (11) solo necesita del 
conocimiento de los puntos ࢖ y ࢗ.  

Notamos que el punto interior ࢖ del casco convexo ܪሺGሻ se puede calcular por medio de la 
relación de convexidad de los vectores de Gൌሼࢍ૚, ,૛ࢍ … ,   :૞૙૙ሽࢍ

࢖ ൌ෍ a௝࢐ࢍ
ହ଴଴

௝ୀଵ

 (12) 

Donde: 

෍ a௝
ହ଴଴

௝ୀଵ

ൌ 1, a௝ ൌ
1
500

 (13) 

Es decir, el cálculo del punto interior ࢖ por medio de (12) es un simple promedio de los 
vectores de Gൌሼࢍ૚, ,૛ࢍ … ,   .ሺGሻܪ ૞૙૙ሽ que definen el casco convexoࢍ

Sin embargo, el cálculo del punto ࢗ de cruce del rayo emisor con la frontera del casco 
convexo ܪሺGሻ no es tan simple. Este punto puede ser calculado por medio de la solución de 
un problema de programación lineal, como será explicado más adelante. El problema de 
programación lineal necesitado será establecido a través de la dualidad entre cascos 
convexos y polítopos convexos.  
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5.3.2 Especificación de un hiperplano respecto de la esfera 
unitaria 

Una propiedad de la transformación de dualidad (14) es que el vector unitario ࢍ es 
mapeado al hiperplano ݄ሺࢍሻ posicionado a una distancia 1/||ࢍ|| en las formas siguientes: 

(i)  Si ࢍ cae en la superficie de la esfera entonces ݄ሺࢍሻ es tangente a la esfera. 

(ii)  Si ࢍ cae en el interior de la esfera entonces ݄ሺࢍሻ cae fuera de la esfera. 

(iii) Si ࢍ cae en el exterior de la esfera entonces ݄ሺࢍሻ cae dentro de la esfera. 

Por ejemplo, el punto ࢍ௞ de la figura 4 cae en la superficie de la esfera y su hiperplano 
݄ሺ࢑ࢍሻ es por tanto tangente a la esfera. Sin embargo, el punto ௝࢜ que cae en el exterior de 
la esfera posiciona su hiperplano ݄ሺ ௝࢜ሻ a una distancia 1/|| ௝࢜|| cortando por tanto el 
interior de la esfera como se muestra en la misma figura 4.   

5.3.3 Propiedad de dualidad entre cascos y polítopos 

Un vértice vértice ࢑ࢍ del casco convexo ܪሺGሻ define un hiperplano ݄ሺ࢑ࢍሻ del polítopo 
PሺGሻ, o bien un hiperplano ݄ሺ࢑ࢍሻ PሺGሻ define un vértice ࢑ࢍ de ܪሺGሻ como se muestra en 
la figura 4.  Por el contrario, un vértice ௝࢜ del polítopo PሺGሻ define una hiperplano (cara) 
݄ሺ ௝࢜ሻ del casco convexo ܪሺGሻ, o bien, un hiperplano ݄ሺ ௝࢜ሻ de ܪሺGሻ define un vértice ௝࢜ 
de PሺGሻ como se muestra en la misma figura 4. Es decir, el polítopo PሺGሻ es dual al casco 
convexo ܪሺGሻ por medio de la transformación de dualidad dada en (14).  

5.3.4 Función objetivo para un polítopo 

Dado un rayo emisor que parte de un punto ࢖ que pasa por el origen de ܴ௡, es posible 
definir un vector ࢉ en la dirección del rayo como se muestra en la figura 4 para el caso de 
ܴଶ. El vector ࢉ puede ser propuesto como el siguiente vector unitario:  

ࢉ ൌ
െ࢖
||࢖||

 (17) 

De la figura se puede notar que el punto ࢗ requerido para verificar el criterio de rayo 
emisor definido en (11) se puede calcular por la intersección del rayo con el hiperplano 
݄ሺ ௝࢜ሻ, y que el plano ݄ሺ ௝࢜ሻ puede ser determinado por el vértice ௝࢜ del polítopo PሺGሻ. Por 
tanto, el problema pendiente de ser resuelto es calcular un vértice ௝࢜ de PሺGሻ por medio de 
un problema de programación lineal cuyo vector de costos es el vector unitario ࢉ.  

5.3.5 Problema de programación lineal 

Dado el vector unitario ࢉ y el polítopo PሺGሻ, un vértice ௝࢜ del polítopo puede ser calculado 
por medio del siguiente problema de programación lineal: 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ  ்࢞ࢉ
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:ܽ	݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ ࢑ࢍ
்࢞ ൑ 1, ݇ሾ1,⋯ ,500ሿ (18) 

Donde el vector de costos ࢉ está dado en (17) y las restricciones están dadas por los 
semiespacios de PሺGሻ definidos en (15). Dado que el lado derecho de las desigualdades es 
estrictamente positivo, el origen de ܴ଺ es punto interior del casco convexo ܪሺGሻ y por tanto 
del polítopo convexo PሺGሻ. Por consiguiente las variables de decisión del problema son 
variables libres.  

5.3.6 Solución al problema de sujeción 

El problema de programación lineal calcula el vértice ௝࢜ del polítopo PሺGሻ. Por la 
transformación de dualidad (14), el hiperplano correspondiente ௝࢜ está dado por 

݄ሺ࢜࢐ሻ ൌ ሼ࢞ܴ଺ |࢜࢐்࢞ ൌ 1ሽ (19) 

Como se aprecia en la figura 4, el rayo emisor está especificado por el vector de costos ࢉ, es 
decir, el rayo y el vector ࢉ están en la misma dirección. Por tanto el punto de intersección ࢗ 
del rayo con el hiperplano ݄ሺ࢜࢐ሻ se calcula por medio de la siguiente ecuación: 

ࢗ ൌ
1
࢜࢐
ࢉ்
 ࢉ

(20) 

Comprobemos esta fórmula: dado que ࢗ pertenece al hiperplano ݄ሺ࢜࢐ሻ se satisface: 

࢜࢐
்ࢗ ൌ 1 (21) 

Porque el vector ࢗ está en la dirección del vector unitario ࢉ se tiene: 

ࢗ ൌ  (22) ࢉ||ࢗ||

Sustituyendo (22) en (21) se obtiene:  

࢜࢐
ࢉ||ࢗ||் ൌ 1 (23) 

De donde se tiene: 

||ࢗ|| ൌ
1
࢜࢐
ࢉ்

 
(24) 

Sustituyendo (24) en (22), se tiene el resultado (20).  

El problema de sujeción por manos robóticas se resuelve por medio del siguiente algoritmo, 
el cual incluye la solución del problema de programación lineal.  
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Tabla 1: Algoritmo para análisis de la sujeción por manos robóticas. 

 

 

Gൌሼࢍ૚, ,૛ࢍ … ,  ૞૙૙ሽࢍ

࢖ ൌ
1
500

෍࢐ࢍ

ହ଴଴

௝ୀଵ

 

ࢉ ൌ
െ࢖
||࢖||

 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ  ்࢞ࢉ

࢑ࢍ	:ܽ	݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ
்࢞ ൑ 1, ݇ሾ1,⋯ ,500ሿ 

ࢗ ൌ
1
࢜࢐
ࢉ்
 ࢉ

DATOS DE ENTRADA: El conjunto de wrenches primitivos de contacto: 

CALCULOS: Ejecutar la siguiente secuencia de pasos:  

1. Calcular el punto interior del casco convexo ܪሺVሻ por medio de (12):  

2. Dado ࢖ calcular el vector de costos ࢉ por medio de (17): 

3. Dados ࢉ y el conjunto de wrenches primitivos de contacto G, calcular el vértice ࢜࢐ 
del polítopo PሺGሻ por medio del problema de programación lineal (18): 

4. Dado el vértice ࢜࢐ especificar su correspondiente hiperplano ݄ሺ࢜࢐ሻ para calcular el  
punto de intersección ࢗ del rayo emisor con el hiperplano ݄ሺ࢜࢐ሻ por medio de (20): 

5. Dados los puntos ࢖ y ࢗ, el  criterio del rayo emisor dado en (11) puede ser probado 
para determinar si la sujeción es o no es estable: 

Si  ࢗ࢖തതതത ൐  ሺVሻ, lo que implica sujeción estableܪ૙തതതത entonces ૙࢖

Si  ࢗ࢖തതതത ൏  ሺVሻ, lo que implica sujeción no estableܪ૙തതതത entonces ૙࢖
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5.4 Resultados experimentales 

Como se puede apreciar del algoritmo de la tabla 1 para análisis de la sujeción por manos 
robóticas, los pasos 1 y 2 son muy simples pero necesarios. En el paso 5 se resuelve el 
problema de análisis de la sujeción, el cual es también relativamente simple. Sin embargo, 
el paso 3 es el más costoso en tiempo da cálculo porque resuelve un problema de 
programación lineal. Por tanto, en este capítulo sólo se resolverá el problema de 
programación lineal que modela la sujeción por manos robóticas. En este capítulo se 
presentarán resultados acerca de la cualidad de supresión masiva de restricciones superfluas 
del algoritmo simplex KKT, así como la evolución de la reducción de la complejidad del 
problema de programación lineal mientras el algoritmo calcula vértices en la frontera del 
polítopo de soluciones factibles.  

5.4.1 Condiciones de experimentación 

Los experimentos que se presentarán aquí se realizan con las siguientes suposiciones: 

(i) La sujeción es por medio de cuatro dedos. 

(ii) Se usa un coeficiente de fricción  ൌ 0.5 en cada punto de contacto. 

(iii) Un cono de fricción en cada punto de contacto puede ser discretizado con 5 
vectores y hasta 200 vectores de linealización.  

(iv) Los problemas de programación lineal de la clase (18) pueden tener por tanto 
desde 20 hasta 800 restricciones: 

ݎܽݖ݅݉݅ݔܽ݉
࢞

݂ሺ࢞ሻ ൌ  ்࢞ࢉ

:ܽ	݋ݐ݆ܾ݁ݑݏ ࢑ࢍ
்࢞ ൑ 1, ݇ሾ1,⋯ ,800ሿ 

 
 

(v) La combinación de las dos clases básicas de supresiones de restricciones 
superfluas producen una tercera. Las tres clases son las siguientes:  

o Supresión por criterio angular  
o Supresión por criterio de coordenadas 
o Supresión por la acción conjunta del criterio angular y del criterio de 

coordenadas. 
(vi) Se eligen cuatro problemas de programación lineal con número de restricciones de 

80, 200, 400 y 800 para evaluar el desempeño del algoritmo simplex KKT. 

Comparación del desempeño del algoritmo simplex KKT con el algoritmo simplex clásico.  
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5.4.2 Supresión de restricciones superfluas por criterio angular  

En la figura 5 se presenta la evolución de la dimensión "݉" en cada iteración "ݐ" de cada 
uno de los cuatro problemas de programación lineal causada por la supresión de 
restricciones superfluas basada en el criterio angular. Estos problemas son de la clase de 
problemas de programación lineal dados en (18) los cuales modelan la sujeción por manos 
robóticas. Los problemas tienen diferente número de restricciones, diferentes funciones 
objetivo y diferentes restricciones. Como se muestra en la figura, los números de 
restricciones con los que inicia cada problema son: 80, 200, 400 y 800.  

 

Fig. 5: Evolución de la dimensión de cuatro problemas de programación 
lineal debido a la supresión por criterio angular.  

Como se observa en la figura, la supresión por criterio angular sucede una sola vez. La 
supresión sucede en la iteración ݐ ൌ #ݐ ൅ 1 con ݐ# ൌ 6 en los problemas con dimensión 
inicial de 80, 200 y 400. Sin embargo, en el problema con dimensión inicial de 800 la 
supresión sucede en ݐ ൌ #ݐ ൅ 2.  

En la figura se observa una reducción en la dimensión de cada problema del 20% 
aproximadamente. Esto significa que en el problema con 800 restricciones se suprimieron 
160 restricciones superfluas aproximadamente. Como se verá en las otras dos clases de 
supresión de restricciones, estos números son mejorables. 
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5.4.3 Supresión de restricciones superfluas por criterio de 
coordenadas 

En la figura 6 se muestra la evolución de las dimensiones de los cuatro problemas de 
programación lineal. Como se observa en la figura, el cambio en la dimensión de cada 
problema es debido a la aplicación del criterio de coordenadas a partir de la iteración 
ݐ ൌ #ݐ ൅ 1 para los problemas con número de restricciones 80, 200 y 400, y ݐ ൌ #ݐ ൅ 2 
para el problema con número de iteraciones de 800.  

 

Fig. 6: Evolución de la dimensión de cuatro problemas de programación 
lineal debido a la supresión por criterio de coordenadas. 

Los cambios de dimensión mostrados en la figura 6 no son uniformes. Esto significa que 
solo en algunos vértices del polítopo se suprimen restricciones. En la figura se observa una 
reducción global en la dimensión de cada problema del 50% aproximadamente. Esto 
significa que en el problema con 800 restricciones se suprimieron alrededor de 400 
restricciones superfluas.  

Se puede decir por tanto que el método de supresión de restricciones superfluas basado en 
el criterio de coordenadas suprime masivamente esta clase de restricciones.  
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5.4.4 Supresión de restricciones superfluas por criterios angular y 
de coordenadas 

Analicemos ahora la acción conjunta del criterio angular y del criterio de coordenadas.  

 

Fig. 7: Evolución de la dimensión de cuatro problemas de programación lineal 
debido a la acción conjunta del criterio angular y del criterio de coordenadas. 

El comportamiento de las dimensiones al final de cada curva de la figura 7 es similar al 
comportamiento de las de la figura 6. Por cierto, el número de iteraciones en que se alcanza 
la solución óptima es exactamente el mismo en las dos figuras. Sin embargo, hay una 
diferencia muy importante entre ambas figuras: el cambio substancial en la dimensión de 
cada problema a partir de ݐ ൌ #ݐ ൅ 1. El problema de 800 restricciones inciales observa un 
cambio de 800 a 600 aproximadamente en la figura 6, mientras que en la figura 7 el cambio 
es de 800 a 500 aproximadamente.  

Estos cambios bruscos son importantes porque significa que el problema ha reducido su 
dimensión de tal forma que el algoritmo tendrá menos esfuerzo computacional a partir de 
ݐ ൌ #ݐ ൅ 1, como sucede en la figura 7.  
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5.4.5 Comparación de métodos de supresión con el problema de 
400 restricciones 

Se toma como ejemplo el problema de 400 restricciones para contrastar las cualidades de 
los tres métodos de supresión de restricciones superfluas como se muestra en la figura 8.  

 
Fig. 8: Comparación de los cambios de dimensión por medio de los tres criterios de 

supresión de restricciones superfluas respecto del algoritmo simplex revisado 

El método por criterio angular realiza un buen trabajo, sin embargo éste es mejorado por el 
método del criterio de coordenadas. El método de criterios combinados parece similar al 
método por criterio de coordenadas. El combinado sin embargo, es superior porque realiza 
una supresión masiva en la iteración ݐ ൌ #ݐ ൅ 1 lo que reduce la carga computacional del 
algoritmo a partir de esta iteración.  
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5.4.6 Análisis de la complejidad del problema de 400 restricciones 

La evolución de las dimensiones de los cuatro problemas de programación analizados 
previamente, dan cuenta de las cualidades del algoritmo simplex KKT. Sin embargo, la 
mejor medida del desempeño del algoritmo es la evolución de complejidad. La medida 
normalizada de complejidad ௧ del algoritmo por la supresión de restricciones se precisará 
más adelante en esta sección.  

En la figura 9 se contrastan las complejidades ௧ del algoritmo simplex KKT en la solución 
de un problema de programación lineal de 400 restricciones cuyas correspondientes curvas 
son distintas por causa de las tres clases básicas de supresión de restricciones superfluas: 
por criterio angular, por criterio de coordenadas y por acción conjunta de éstas.  

 

Fig. 9: Complejidades normalizadas de los tres criterios de supresión de restricciones 
superfluas comparada con la del algoritmo simplex revisado 

Como se aprecia en la figura 9, el método de supresión por criterio angular es muy bueno 
por la reducción final de la complejidad al 26.07%. Sin embargo, el método basado en la 
acción conjunta de los criterios, angular y de coordenadas, es superior por el drástico 
decrecimiento de la complejidad al 2.19% debido a la correspondiente reducción de la 
dimensión del problema.  
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El algoritmo simplex KKT que usa el método de supresión angular y por coordenadas 
reduce drásticamente la complejidad del problema de programación bajo estudio. La figura 
9 muestra la complejidad normalizada ௧ producida por el algoritmo simplex KKT en 
comparación con la complejidad del algoritmo simplex revisado.  

La complejidad ௧ normalizada del algoritmo simplex KKT se definirá como el cociente de 
la complejidad ܥ௧ del problema de programación lineal determinada por el número "݉௧" de 
restricciones que varía en cada iteración "ݐ" y la complejidad ܥ௠ del problema de 
programación lineal determinada por el número fijo "݉" de restricciones:  

௧ ൌ
௧ܥ
௠ܥ

 (25) 

Donde las complejidades ܥ௧ y ܥ௠ están dadas por sus definiciones usuales [Hillier (2001)]: 

௧ܥ ൌ ൬
݉௧ ൅ 6
݉௧

൰ 

௠ܥ ൌ ൬
݉ ൅ 6
݉

൰ 

 

(26) 

Para el problema de programación lineal de 400 restricciones que se está analizando se 
tiene ݉ ൌ 400 y ݉௧ ൏ 400. Los valores de ݉௧ se muestran en las curvas de la figura 8.  
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5.5 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se comprobó que el algoritmo simplex KKT resuelve eficientemente el 
problema de análisis de la sujeción por manos robóticas cuando esta es modelada por medio 
de un problema de programación lineal, lo cual se explica por el hecho de que su eficiencia 
computacional es superior a la del simplex revisado.  

Se revisó el procedimiento de sujeción por manos robóticas presentado por Ding Dan 
(2002)  para análisis de la sujeción, el cual incluye un problema de programación lineal en 
uno de sus pasos. Solo se expusieron resultados numéricos acerca de la solución del 
problema de programación lineal porque es el paso computacionalmente más costoso del 
procedimiento de sujeción. 

El desempeño del algoritmo simplex KKT en cuanto a complejidad es superior al del 
algoritmo simplex revisado. Esta conclusión se apoya en dos resultados numéricos: (1) la 
reducción de la dimensión del problema de programación lineal debido a la supresión 
masiva de restricciones superfluas, y (2) por la reducción de la complejidad del problema 
de programación lineal causada por la reducción en dimensión. El desempeño del algoritmo 
simplex KKT se ve mejor reflejado por medio de la reducción en la complejidad que por la 
reducción en dimensión porque la complejidad es la que mide el esfuerzo de cómputo para 
procesar la matriz básica de dimensión variable.  

El atractivo principal del algoritmo simplex KKT está basado en dos procedimientos: la 
identificación y la supresión de restricciones superfluas. La identificación por criterio de 
coordenadas no agrega costo de cómputo porque solo se revisan los signos de coordenadas 
que de por si son generadas por el algoritmo simplex revisado. La identificación por criterio 
angular agrega un costo de cómputo en la revisión de los signos de los componentes de un 
arreglo unidimensional, arreglo que se calcula antes de iniciar la ejecución del algoritmo. 
La supresión de restricciones sin embargo, tiene un costo computacional porque se 
suprimen renglones y/o columnas de matrices y vectores. Dado que la supresión mueve 
bloques de datos en matrices y vectores, los tiempos consumidos por la supresión podrían 
ser reducidos por medio de una tecnología apropiada de cómputo.  

Los métodos de supresión desarrollados en esta tesis no distingue entre restricciones 
redundantes y no atadas, simplemente suprimen las restricciones superfluas que son 
identificadas. Los métodos de supresión presentados aquí contrastan con otros métodos 
como el del criterio del renglón que solo identifica restricciones redundantes. 
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Capítulo 6 

Conclusiones Generales y Trabajos 
Futuros 

 

6.1 Conclusiones generales 

In this paper a methodology based on the identification of sets of superfluous constraints is 
proposed in order to improve the efficiency of the Simplex algorithm in solving the linear 
programming problem that models the grasping analysis with four fingers of a robotic hand 
in 3D space. The proposed methodology is summarized in the KKT Simplex method which 
was derived by aggregating to the revised Simplex method the following two methods: 

En esta tesis se ha desarrollado una nueva metodología basada en la identificación de 
restricciones superfluas para mejorar la eficiencia del algoritmo Simplex en la solución de 
problemas de programación lineal que modelan la sujeción por cuatro dedos de una mano 
robótica en el espacio 3D.  

Los dos métodos de identificación de restricciones superfluas desarrollados en esta tesis 
están fundamentados en el concepto clave de polarización de las restricciones. El fenómeno 
de polarización es establecido por el gradiente de la función objetivo y por el cono Karush-
Kuhn-Tucker. El cono es preservado en cada acción de supresión de restricciones mientras 
las restricciones son organizadas a través de variables derivadas de ellas que son sensibles a 
la polarización.  

El desempeño del algoritmo simplex KKT se manifestó en la solución de una clase de 
problemas de programación para la sujeción por manos robóticas. Como es reportado en los 
resultados numéricos, el algoritmo logra una reducción substancial en la complejidad del 
problema en virtud de la supresión de restricciones superfluas.  

En los mecanismos de identificación de restricciones superfluas suceden proyecciones 
ortogonales de vectores en el espacio ܴ௡ sobre el vector gradiente de la función objetivo. 
En el mecanismo por criterio angular se proyectan las gradientes de cada restricción. La 
información clave de estas proyecciones es el coseno del ángulo entre el vector a proyectar 
y el gradiente de la función objetivo. En el mecanismo por criterio de coordenadas se usan 
las coordenadas generadas por el algoritmo simplex KKT, las cuales son equivalentes a 
ciertas coordenadas sobre un eje alineado con el gradiente de la función objetivo. Las 
coordenadas sobre este eje son las magnitudes de las proyecciones ortogonales de vectores 
correspondientes a los puntos de cruce del eje de coordenadas del algoritmo simplex con 
los hiperplanos de cada restricción. Aunque estas dos proyecciones son la idea clave de la 
polarización de restricciones, no son del todo confiables por si mismas en la identificación 
de restricciones superfluas, es decir, no garantizan la condición de superfluidad. Por esta 
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razón cada uno de estos mecanismos tiene un procedimiento adicional para corregir sus 
deficiencias. El mecanismo por criterio angular tiene el procedimiento de restitución de 
restricciones atadas, y el mecanismo por criterio de coordenadas tiene un procedimiento de 
selección de las coordenadas negativas más cercanas al origen.  

Se asegura que la metodología propuesta es también robusta en la identificación de 
restricciones superfluas, y por tanto en la solución del problema de programación lineal que 
modela la sujeción por manos robóticas. Si la identificación estuviera basada solo en los 
signos negativos de las coordenadas, la reducción del tamaño del problema alcanzaría el 
80%. Pero la preservación del cono KKT produce una reducción al 50%. Es decir, la 
eficiencia es sacrificada para asegurar robustez.  

Una propiedad sobresaliente del método Simplex KKT es la preservación del cono KKT a 
pesar de la supresión de restricciones. Esta preservación sugiere nombrar el método como: 
KKT Simplex method.  Ya que la identificación y supresión de restricciones superfluas están 
basadas en las coordenadas negativas, muchas restricciones superfluas persisten entre los 
conjuntos residuales de restricciones debido a que estas no pueden ser detectadas como 
superfluas como resultado de los signos positivos de sus coordenadas.  

 

6.2 Trabajos futuros 

Se encontró que el método de identificación de restricciones superfluas por criterio de 
coordenadas tiene que ser sintonizado para seleccionar el conjunto correcto de restricciones 
candidatas a ser suprimidas, aquellas cuyas coordenadas negativas más están cercanas al 
origen. Debido a la supresión de restricciones de coordenadas negativas en un vértice, 
habrá menos restricciones de coordenadas negativas que suprimir en los siguientes vértices. 
Por tanto, el conjunto de restricciones a ser suprimidas será menor, por lo que la 
sintonización debe ser adaptada convenientemente en cada iteración. Por tanto, como 
trabajo futuro se propone explorar un método de sintonización adaptativo que garantice un 
máximo número de restricciones identificadas como superfluas. 

El algoritmo simplex KKT diseñado en esta tesis parte de un punto interior del polítopo 
convexo de soluciones factibles para arribar a un vértice en la frontera del polítopo en "݊" 
iteraciones simplex. Una propiedad interesante del vértice frontera es que fue calculado en 
la dirección del gradiente de la función objetivo por el vértice fue seleccionado en cierta 
vecindad del vértice óptimo, como fue expuesto en el ejemplo del capítulo 3. A partir del 
vértice frontera comienza la identificación de las restricciones superfluas por lo que los 
cálculos se aceleran debido a la reducción de la dimensión del problema. Por tanto, el 
algoritmo simplex KKT podría ser comparado con el método de punto interior, el cual 
también parte del interior del polítopo siguiendo una trayectoria por su interior hacia el 
óptimo. Se propone como trabajo futuro explorar esta comparación. 
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Se propone también explorar el comportamiento del polítopo de soluciones factibles 
durante la eliminación de restricciones. Es decir, existe la posibilidad de convertirse en un 
conjunto no acotado.  

Se propone exportar el concepto de polarización de restricciones a los métodos heurísticos. 
Es decir, las restricciones clasificadas en candidatas a delimitar el cono Karush-Kuhn-
Tucker y las candidatas a ser suprimidas podrían ser procesadas convenientemente por los 
algoritmos heurísticos.  

Las proyecciones ortogonales de ciertas cantidades vectoriales sobre un eje alineado con el 
gradiente de la función objetivo resultaron útiles porque estas proyecciones facilitaron la 
polarización de restricciones en dos clases. Se propone explorar aún más la relación de 
estas proyecciones con los conos de factibilidad y de mejora que tienen que ver con la 
solución óptima.  
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