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Resumen. El problema de transporte o VRP (Vehicle Routing Problem) con-
siste en determinar un conjunto de rutas minimizando el costo total de transpor-
tar paquetes de un origen a un destino, se ha tratado de disminuir ese costo por
medio de la utilizacién de métodos de computacion para calcular las rutas op-
timas o cercanas a las dptimas. Implementar el problema VRP en casos reales
es dificil por el gran nimero de restricciones que se deben considerar. En este
documento hago el analisis del problema VRP destacando su entorno, comple-
jidad, las variantes del problema VRP 'y sus posibles métodos de solucion.

1 Introduccién

El problema del transporte (Vehicle Routing Problem o VRP, por sus siglas en in-
gles), consiste en determinar un conjunto de rutas para una flota de vehiculos que
parten de uno o mas depositos 0 almacenes para satisfacer la demanda de varios clien-
tes dispersos geograficamente [1]. El objetivo es entregar la demanda de dichos clien-
tes minimizando el costo total involucrado en las rutas. EI problema VRP es un pro-
blema muy conocido que se clasifica como un problema NP completo [2]. Por este
motivo se recurre al empleo de métodos aproximados de manera que se pueda encon-
trar soluciones suficientemente buenas en un tiempo de computacion razonable. El
problema VRP aparece de forma natural en las areas de transporte, distribucién y
logistica [5], el transporte implica un gran costo asociado a los productos que se dis-
tribuyen pero realizando una buena planeacion de distribucion puede resultar un valor
afadido. La utilizacion de métodos de computacion para calcular las rutas 6ptimas o
cercanas a las éptimas puede suponer ahorros de costos importantes (del orden de 5%
al 20%, [2]).
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2 Entorno del problema VRP

Dentro del entorno del problema VRP se encuentra la optimizaciéon combinatoria y la
teoria de la complejidad. La optimizacién combinatoria estudia el modelado y solu-
cién algoritmica de problemas donde se busca maximizar o minimizar una funcién de
varias variables definidas sobre un conjunto discreto [3][6]. Su area de aplicacion es
en la industria, logistica y ciencia, ingenieria y administraciéon de empresas, ruteo y
carga de vehiculos en redes de distribucion, disefios de redes de telecomunicaciones,
planificacion de la produccion, asignacion de tripulacién en lineas aéreas, planifica-
cién de la generacion de la electricidad.

La teoria de la complejidad es parte de la teoria de la computacion que estudia los
recursos requeridos durante el calculo para resolver un problema [2]. Los recursos
cominmente estudiados son: el tiempo (numero de pasos de ejecucion de un algorit-
mo para resolver un problema), el espacio (cantidad de memoria utilizada para resol-
ver un problema). Con base en el estudio de estos recursos la teoria de la complejidad
establece una clasificacion de problemas, como problemas P (polinomial), NP (Non-
deterministic polinomial), NP completo, NP duro.

Clase P es el conjunto de todos los problemas de decision que pueden ser resueltos
por un algoritmo polinémico. Clase NP es el conjunto de todos los problemas de
decision que pueden ser resueltos por algoritmos no deterministas en tiempo poliné-
mico. Clase NP completo tiene la propiedad de que si un problema dentro de esta
clasificacion puede ser resuelto en tiempo polinémico entonces todos los problemas
NP pueden ser resueltos en tiempo polinémico. Clase NP duro si algin problema
dentro de esta clasificacion puede ser resuelto en tiempo polindmico entonces todos
los problemas NP completos pueden ser resueltos en tiempo polinémico. La represen-
tacion de esta clasificacion se ve en la figura 1.

NP COMPLETE

NP

Fig. 1. Esta figura muestra la clasificacion de los problemas NP e ilustra que el conjunto de
problemas P y NP completos se encuentran dentro del conjunto de problemas NP.

El problema del transporte VRP se clasifica como un problema NP completo (es-
fuerzo por encontrar una solucion éptima crece de manera exponencial con el tamafio
del problema). Por el analisis de este entorno cabe mencionar la clasificacion que se
le da a VRP en las diferentes disciplinas, para optimizacion combinatoria VRP cae
dentro de la clasificacion de NP duro y para la teoria de la complejidad cae dentro de
los problemas NP completos.



3 Definicion del problema VRP

El problema VRP tiene sus origenes en el afio de 1959 propuesto por Dantzing y
Ramser quienes originalmente le dieron el nombre de trucking dispatching problem
[8]. El problema maneja conceptos de ruteo como lo hace el problema del agente
viajero (Traveling Salesman Problem) y conceptos de almacenamiento de paquetes en
contenedores (Bin Packing).

El problema VRP se define como: la determinacién de la ruta optima para una
flota de vehiculos que parten de uno o méas depositos (almacenes) para satisfacer la
demanda de varios clientes dispersados geograficamente [5].

Las variables o parametros involucrados en el problema son: visitas, depositos, lo-
calizaciones geograficas, vehiculos, capacidades y pesos. Las visitas son entregas o
recoleccion de paquetes. El depdsito es donde comienzan todas las rutas y donde
terminan. Las localizaciones geogréaficas involucran: tiempo, distancia, origen y des-
tino. Los vehiculos son los que realizan los viajes (flota homogénea todos los vehicu-
los son iguales o heterogénea todos los vehiculos son diferentes). Las capacidades son
las que se observan en el vehiculo como son: carga total, volumen total, nimero de
las plataformas. Los pesos especifican el costo de recorrido entre las localizaciones
geograficas.

3.1 Instancia del problema VRP

Una instancia del problema es la cantidad en nimero que se le da a cada parametro
del problema, por ejemplo una instancia para el problema VRP seria: 5 Visitas por
ruta, 2 depdsitos, localizaciones geogréaficas ubicadas a 30 minutos una de otra, 10
vehiculos que conforman flota heterogénea, capacidades de 20 paquetes al menos por
vehiculo, pesos que no sean mayores a 200.00 pesos entre localidad y localidad.

4 Variantes del problema VRP

Dependiendo de la instancia o parametros del problema sera la variante del problema
VRP, existen variantes definidas para diferentes instancias como son:VVRP con multi-
ples depositos (MDVRP), VRP periédico (PVRP), VRP de entrega dividida
(SDVRP), VRP estocastico (SVRP), VRP con recogidas y entregas (VRPPD), VRP
con backhauls (VRPB), VRP con ventanas de tiempo (VRPTW) [7][8].

VRP con mdltiples depositos (MDVRP). Una empresa puede disponer de varios
depésitos o almacenes desde los que suministra la demanda de sus clientes. Si los
clientes estan agrupados alrededor de los depésitos, entonces el problema puede verse
como un conjunto de problemas independientes VRP. Pero si los clientes y los depd-
sitos estan mezclados, entonces se ha de resolver un problema MDVRP. Para resolver
un problema MDVRP se necesita asignar los clientes a los dep6sitos. Para cada dep6-
sito se tiene una flota de vehiculos. Cada vehiculo que parte de un depésito, sirve a
los clientes asignados a ese deposito y después regresa a dicho depdsito.



El objetivo del problema es servir a todos los clientes minimizando el ndmero de
vehiculos y la distancia total viajada.

VRP periddico (PVRP). En el problema VRP clésico, el periodo de planificacion es
un dia. En el caso del problema PVRP, el periodo de planificacién se extiende a M
dias. El objetivo es minimizar la flota de vehiculos y el tiempo total de viaje. Un ve-
hiculo puede no regresar al dep6sito el mismo dia de su partida. Durante el periodo de
M dias, cada cliente debe ser visitado al menos una vez.

VRP de entrega dividida (SDVRP). Se trata de un problema VRP en el que se per-
mite que un cliente pueda ser atendido por varios vehiculos si el coste total se reduce.
Esto es importante si el tamafio de los pedidos de un cliente excede la capacidad de
un vehiculo. El objetivo es minimizar la flota de vehiculos y el tiempo total de viaje.

VRP estocéstico (SVRP). Se trata de un VRP en que uno o varios componentes son
aleatorios. Por ejemplo: Clientes aleatorios. Un cliente aleatorio i, es un cliente que
tiene una probabilidad p; de estar presente y una probabilidad 1-p de estar ausente.
Demandas estocasticas: la demanda del cliente i, d;, tiene una determinada distribu-
cién de probabilidad. Tiempos estocésticos: el tiempo de servicio, t;, y los tiempos de
viaje tjj, son variables aleatorias. Cuando algunos datos son aleatorios no es posible
cumplir con todas las restricciones. Por tanto se puede llevar a cabo ciertas acciones
correctivas cuando una restriccion es violada.

VRP con recogidas y entregas (VRPPD). Es un VRP en que cabe la posibilidad de
que los clientes pueden devolver determinados bienes. Por tanto, se debe tener pre-
sente que los bienes devueltos por los clientes caben en el vehiculo. Esta restriccion
hace mas dificil el problema de planificacion y puede obligar a una mala utilizacion
de las capacidades de los vehiculos, un aumento de las distancias recorridas o0 a un
mayor ndmero de vehiculos. Por todo lo dicho, se suelen considerar situaciones tales
como que las entregas comienzan en un dep6sito y las recogidas se traen a la vuelta al
deposito, de manera que no hay intercambio de bienes entre clientes. Otra alternativa
es relajar la restriccion de que todos los clientes deben ser visitados exactamente una
vez. El objetivo es minimizar la flota de vehiculos y el tiempo total de recorrido con
la restriccion de que el vehiculo debe tener suficiente capacidad para transportar los
bienes a entregar asi como los recogidos para devolverlos al depésito.

VRP con backhauls (VRPB). EI VRPB es un VRP en que los clientes pueden de-
mandar o devolver articulos. Por tanto se necesita tener en cuenta que los bienes que
los clientes devuelven caben en el vehiculo. Pero ademas, se debe cumplir que todas
las entregas se realizan antes de las recogidas. Esto se debe al hecho de que los vehi-
culos se cargan por la parte trasera y que la recolocacion de la carga en los vehiculos
se considera antiecondmica o no factible. Las cantidades demandadas y las recogidas
se conocen de antemano. El VRPB es similar al VRPPD con la restriccion de que en
el caso del VRPB todas las entregas de una ruta se deben completan antes de las re-



cogidas. El objetivo es encontrar un conjunto de rutas que minimiza la distancia total
recorrida.

VRP con ventanas de tiempo (VRPTW) Es un VRP con la restriccion adicional de
que se asocia una ventana de tiempo con cada cliente. Al cliente i, se le asocia la
ventana de tiempo [8]. Si un vehiculo llega al cliente antes del instante e; el vehiculo
espera hasta ese instante para atender al cliente. Si llega en el intervalo del a ventana
de tiempo, el vehiculo suministra la demanda en el momento de la llegada y finalmen-
te si el vehiculo llega con posterioridad a li entonces el cliente queda sin atender. El
objetivo es minimizar la flota de vehiculos, el tiempo total de viaje asi como el tiempo
total de espera al suministro de los clientes.

5 Técnicas de solucion al problema VRP

La solucion para el problema VRP puede ser dependiendo de la instancia con técnicas
exactas, heuristicas y meta heuristicas.

Dentro de las aproximaciones exactas encontramos: ramificacién y acotamiento
(hasta 100 nodos), ramificacién y corte, programacién dindmica, programacion lineal
entera. Dentro de las heuristicas encontramos: los métodos de construccién, el algo-
ritmo de 2 fases, (que dividen a VRP en dos etapas: la de asignacion de clientes a
vehiculos y la de determinacion del orden de visita a dichos clientes) y el algoritmo
de mejora iterativa (toma como entrada una solucidn de otra heuristica). Dentro de los
Meta heuristicos encontramos: a los algoritmos de colonia de hormigas, programacion
restringida, recocido simulado, algoritmos genéticos, blsqueda tabu y redes neurona-
les entre otros. Dependiendo de las condiciones del problema es el método a utilizar.
Para instancias pequefias podemos formularlo como modelo de PLE (programacion
lineal entera), para instancias mayores es necesario modelarlo de manera general
como un grafo [8].

6 Modelos del problema VRP

Para generar un modelo matematico del problema VRP es necesario realizar un plan-
teamiento del problema, un analisis, definir los parametros y proponer la solucién. El
objetivo de la solucién es minimizar costos de transportacién. Como esta implicada
una minimizacion, se puede realizar el planteamiento por medio de Programacion
lineal (PL) [4], utilizando el método Simplex (en base a la instancia). Para instancias
grandes no es posible modelar con método exacto por lo que se buscan heuristicas
para poder dar solucion al problema. En las secciones siguientes se describe un mode-
lo exacto y un modelo de grafos.



6.1 Modelo de programacion lineal para VRP

El planteamiento para un método exacto es mediante un modelo de programacion
lineal [1]: definamos al origen como i, (i=1,2,3,...m) y Si el nimero de unidades dis-
ponibles para distribuir a los destinos. Por otra parte definamos a los destino como j,
(j =1,2,3...n), con demanda dj unidades que recibe desde los origenes, por ultimo el
costo implicado en la transportacion de origen i al destino j como Cij que representara
el costo por unidad distribuida. Ordenando todas estas consideraciones y realizando la
equivalencia a los requerimientos de la PL tenemos: a Z como el costo total de distri-
bucion, Xij (i=1,2,3,...m; j=1,2,3,...n) el nimero de unidades que se distribuyen del
origen i al destino j. De tal forma tenemos:

m n 1)
Minimizar Z = Z z Ci Xjj
=1 j=1
Sujeta a:
i 2
inj =S5 parai=1,2,3...m
-1
m 3
Z‘Xij =d, paraj=1,2,3...n
i1
X: >0 paratodaiyj. (4)

La tabla siguiente de costos y requerimientos, representa el costo por unidad distri-
buida.

Tabla 1. Los origenes varian de i a m, los destinos varian de j a n, los recursos S varian de i a
my la demanda que varia de j a n.

Destino Recursos
1 Ciy1 Ci2 ... Cip S1
2 Cy Cp ... Cop S2
Origen
M Cmi Cm2 ... Cmn Sm

Demanda d; d,  dp

En el planteamiento del problema es facilmente aplicable el método simplex en
forma tabular. Sin embargo hay que tener presente que el método simplex normal



como lo aplicariamos a un sistema de ecuaciones no lo podemos aplicar directamente
al problema VRP es necesario considerar algunas modificaciones al método como se
explica en la seccién 6.1.1.

6.1.1 Método simplex para el problema del transporte

El problema de transporte para una instancia pequefia es un tipo especial de proble-
mas de programacion lineal y puede resolverse aplicando el método simplex, sin
embargo es necesario considerar que las cantidades de abastecimiento o recursos Si y
demanda di tienen valores enteros, por lo que debera cumplir la propiedad de solucio-
nes enteras es decir, para los problemas de transporte en los que Siy dj tiene un valor
entero, todas las variables basicas tiene también valores enteros [1]. Para tener una
solucién optima de cualquier tipo, un modelo de transporte debe tener soluciones
factibles, para lo cual debe cumplir con la siguiente condicién:

()

2 Si=24d;
i=1 j=1

La tabla para el método simplex debe tener la siguiente modificacion para el proble-
ma de transporte. En el renglon 0 se deben aplicar las férmulas que se muestran en la
tabla 2.

Tabla 2. El planteamiento modificado para el problema VRP con método simplex.

Ecuacién Coeficiente de Lado derecho
nlmero Z ..Xij .. zi .. m+j..
Z0 1 Cij-ui-vj  M-ui M-vj —isiui—idjvj
i=1 j=1

6.1.2 Ventajas método simplex para el problema del transporte contra método
simplex tabular

Las ventajas del método simplex para el problema de transporte con el método sim-
plex tabular son que el primero: no necesita variables artificiales (pues se dispone de
un procedimiento sencillo y conveniente para construir una solucidn inicial béasica
factible), que el renglén O actual se puede obtener sin usar ningdn otro renglén (con
solo calcular los valores de u; y v; directamente, como cada variable basica debe tener
coeficiente cero en el renglén 0O, estos renglones se pueden obtener resolviendo el
sistema de ecuaciones: c;-u;-v;=0 para cada i y j tal que x;; es variable basica), que la
variable basica que sale se puede identificar de manera sencilla sin usar los coeficien-



tes de la variable basica entrante. La gran conclusion es que se puede eliminar casi
toda la tabla simplex [1][9].

Ademas de los datos de entrada, lo Gnico que necesita el método simplex de trans-
porte es la solucion basica factible actual, los valores actuales de uj, y v; y los valores
resultantes de (Cj-ui-v;) para las variable x;; no bésicas.

6.2 Modelo general para VRP

El modelo general de VRP, se realiza a través de un grafo denotado como G(V,E)
V={vy V1 ,..., Vn} €s el conjunto de vértices del grafo, donde v, corresponde al alma-
cény V’ es el conjunto de los n clientes, es decir V’=V/{v,} [10].

A es el conjunto de arcos del grafo representado como:

A={(v;,v))|V,,v; eV ni= j}. (6)

C es la matriz de distancias o costos c; entre los clientes v; y vj, d es un vector de
demandas de los clientes, R; es la ruta para el vehiculo i, m es el nimero de vehiculos
(una ruta es asignada a cada vehiculo), f; es el costo fijo de utilizacidn del vehiculo i.
Cuando

C;

— 7
i =CiV(v,v,) e A @

se dice que el problema es simétrico y es entonces que se reemplaza el conjunto A por
el conjunto E, definido como:

E={(v,,v))|v,v;eVni<j}. (8)
Ademaés del tiempo de recorrido, debe considerarse un tiempo de servicio.

5. 9)
Requerido por un vehiculo para descargar las mercancias di en vi. Es necesario que la
duracién total de la ruta no sobrepase un limite dado D. Una solucién factible S para
problemas de este tipo puede ser compuesta de dos elementos: una particién
R1,...,Rm de V y una permutacion oi de R;Uv, especificando el orden de los clientes
en la ruta i. Por ejemplo una solucién factible para un problema de 15 clientes podria
ser una particién de tres rutas.

Rl = {V2’V7 'V12'V15}- (10)

Rz :{V1'V3'V9'V101V14}- (11)



Ry ={V,, Vs, Ve, Vg, Vi, Vis ) (12)

Con permutaciones de la siguiente forma:

07 ={Vy, Vi, V5, V7, Vis, Vo - (13)
0y ={VosVigs Vg Vags V3, Vi, Vo - (14)
03 ={Vy, Vg, Vigs Vs Vs Vs Yy Vo - (15)

El costo de una ruta dada
R, ={Vo. ViV a}- (16)
Donde

Vo =V, . (17)

Esta definido por la funcién
(18)

C(R)= ij,j+1+ZC(5i)+ fi.
j-0 [

Una ruta Ri es factible si el vehiculo se detiene exactamente una vez en cada uno
de los clientes que le corresponden y el tiempo total de la ruta t(Ri) no excede un
limite preespecificado D:t(Ri)<=D.

Finalmente el costo de la solucién S al problema corresponde a la funcion de costo
total.

FCTire (s)= ic (Ri ) 4

i=1

Conclusiones

El problema VRP por teoria de la complejidad esta clasificado como NP completo, en
optimizacion combinatoria se le clasifica dentro de los problemas NP duros. Depen-
diendo del tamafio de la instancia, serd el método de solucién. Para instancias no muy
grandes se puede resolver VRP con métodos exactos, para instancias mayores se
deben aplicar heuristicas. Existen variantes en base a las condiciones del problema,
que se pueden aplicar dependiendo del comportamiento. Cuando se aplican conceptos
del problema VVRP para problemas reales, es dificil encontrar un modelo y una técnica



que de solucion debido a que el problema VRP maneja varias restricciones. Los mo-
delos analizados en este articulo no son los Gnicos para poder dar solucion al proble-
ma VRP. Como se mencioné en este documento podemos hacer hibridaciones entre
técnicas de solucion generando nuevas soluciones o disefiar una propia que se apegue
al problema VRP real.
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