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Abstract. En este trabajo se presentan algunos métodos de optimizacion clésica
relacionados con los méximos y minimos de funciones no lineales. También se
muestra una explicacion del método de optimizacion simplex para funciones
lineales por el cua se pueden obtener los méximos y minimos de una funcion
restringida.

1 INTRODUCCION.

Desde la década de los 60 la programacion lineal (PL) ha sido aplicada en diversas
areas de la vida como por gemplo: sistemas militares, agricolas, econémicos, de
transporte y de salud. La PL ofrece bases importantes en €l desarrollo de métodos de
solucién de otras técnicas de la Investigacion de operaciones, como lo son la
programacion entera, la estocasticay lano lineal [Taha 1991]. La PL juega un papel
muy importante en € estudio de los problemas continuos de optimizacion
considerados como la frontera de los problemas de optimizacién combinatoria, ya que
en los continuos se tienen las caracteristicas necesarias para que sean considerados
dentro del tipo combinatorio [Papadimitriou and Steiglitz, 1982]: Un problema de
optimizacién combinatoria siempre se le involucra un conjunto de instancias, donde
cada una de €llas cuenta con un conjunto finito de posibles soluciones (caracteristica
imprescindible de los problemas continuos).

Por otra parte la teoria de optimizacion clasica se usa para la obtencién de los
maximos y minimos de funciones no lineales restringidas y no restringidas, en los que
se hace uso del calculo diferencial.

2MAXIMOSY MINIMOS

Minimo (fuerte): Un punto extremo X, de una funcion f(X,) define un minimo de la
funcion s f(Xoth) > f(Xo), donde X, es cualquier punto de la funcion y h en valor
absoluto es suficientemente pequefia.
Maéaximo (fuerte): Un punto extremo X, de una funcién f(X,) define un maximo de la
funcion s f(Xoth) < f(Xo), donde X, es cualquier punto de la funcion y h en valor
absoluto es suficientemente pequefia.
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Una funcién puede contener varios maximos y minimos, identificados por los puntos
extremos de la funcién. En la figura 1 se puede observar esto, los puntos Xi, X3 Y Xg
son maximos, de la figura notamos que f(xs) es & mayor que f(x;) y f(xs), aeste punto
se le conoce como maximo global de la funcién y a los restantes como maximos
locales. Lo mismo se puede ver para los minimos, en los que también existe un
minimo global f(x2)y un minimo local f(x,). Como es de |6gico, solo puede existir un
solo global y posiblemente varios locales.
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Fig. 1. Representacion de méximos y minimos en una funcién con una sola variable [Taha
1991].

Una condicion necesaria pero no suficiente para que X, sea un punto extremo, es que
para una funcién con mas de una variable, el gradiente N f(X) = 0. Si es cierto esto
entonces X sera conocido como punto estacionario.

Una condicion suficiente para que un punto estacionario sea extremo es que
lamatriz Hessiana H obtenida en X, del sistema de ecuaciones sea positiva cuando Xg
es un punto extremo de minimo. Y negativa cuando X, €s un punto extremo de
maximo.

Un méaximo débil implica un numero finito de maximos alternativos (ver figural) y
se define como X es un maximo débil, si f(Xq + h) <= f(X). Un andlisis similar es
paralos minimos débiles.

Un punto de inflexién se encuentra cuando la evaluacién del gradiente daceroy no es
un extremo, esto es, se debe de cumplir la condicion de la matriz Hessiana.



3TECNICASDE OPTIMIZACION CLASICA.

3.1 Método de Newton

El encontrar la solucién a un sistema de ecuaciones no lineal es mucho més dificil
que € de un sistema lineal. El método de Newton es un procedimiento iterativo y
permite la linealizacion de un sistema de ecuaciones no lineal, para posteriormente
darle solucién por cualquier método numeérico de ecuaciones lineales simultaneas,
este forma parte de los métodos conocidos como métodos de gradiente.

Un sistema de n ecuaciones con n incognitas (X, Xz, ... Xn), S& CONOCE COMO N0
lineal, s una o mas de estas no eslineal.

De manera general, la solucién de un sistema de n ecuaciones no lineal aplicando
el método de Newton [Conte y Baor, 1987] se plantea como sigue:

&1 fixy,z...) Tfuxvy,z...) Tfu(xy,z...)

& 3 éDxil
a x Ty 1z g € u
alfa(xy.z...) Tfaxyz...) Tfa(xy.z..) 4 &Y
€ fx Ty 1z 3 g i
gﬂfa(x,y,z,...) 1fax,y,z...) Tfax,y,z...) .4 Gzl M
& Tx Ty 1z a § Y
e : : 0 5.4
gﬂfn(x,y,z,...) 1fa(Xx,y,2...) Tf(XVy,2z...) 3 &’ u
& fx Ty 1z a © ¢

evaluado en (X, Vi, Z,...) y resolviendo se tiene:
Xiv1= Xi+DXi, Vi1 = Yi+Dyi zis1= 24Dz,

Sea la expresion (2) la suma de todas las ecuaciones no lineales que representan el
Sistema en estudio

f2n(1k+l) — Dn(lk+l) + En(1k+l) (2)

La iteracion de Newton se podra obtener para €l conjunto de ecuaciones a partir de
(2), usando la serie de Taylor en una aproximacion de primer orden

fank " (Xi+1) » Fan®(Xi) + F2aN(X)(Xi+1- X)) =0 3)

Las ecuaciones (3) representan un conjunto de 2n ecuaciones lineales acopladas para
el vector de incégnitas X en el paso de tiempo k+1, en laiteracion i+ 1. Los términos
en derivadas daran lugar alaformacién de la matriz Jacobiana:



o 20" (Xi) (4)
frat(X)=Q —o—
- X

Lasolucion del conjunto de ecuaciones lineales encontradas en cada iteracion (matriz
Jacobiana) sera resuelta por cualquier método lineal de matrices hasta que los
residuales sean menores a una tolerancia designada, muy proxima a cero, ecuacion

3).

3.2 Mé&todo de derivadas restringidas (Jacobiano).

Se puede considerar como una generalizacién del método simplex para programacion lineal .
Considere el problema

Minimizar z = f(X)
Sujetoag(X) =0

Donde X = (X1,X2,...,Xn)
g= (91,92,---,9m)T

Las funciones f(X) y gi(X), donde i = 1,2,....m, se suponen diferenciables y
doblemente continuas. El utilizar derivadas restringidas es encontrar unaexpresion de
forma cerrada para las primeras derivadas parciales de f(X) en todos los puntos que
satisfacen las restricciones g(X) = 0. Estos puntos estaci onarios entonces se sabe que
son donde dichas derivadas parciales se anulan.

Por el teorema de Taylor, para los puntos X + DX en el entorno factible de X, se
deduce que

f(X + DX) —f(X) = Nf(X)DX + O(DX?)
y
g(X + DX) —g(X) = Ng(X)DX + 0(DX?)

Cuando Dx;-> 0 setiene que
T£(X) = Nf(x)DX y Tg(x) = Ng(x)DX (5)

yaque g(X) =0, entonces Y g(X) = 0, se deduce que,

(X)) - Nf(X) TX =0
Ng(X) 1x=0

con esto se tienen m ecuaciones con n incognitas, cuando m < n tenemos, si definimos
aX ahora como:

X =(Y,2)



Donde
Y = (yl!yZ!" '!ym) y Z= (21122:--- :zn—m)
Indican a las variables dependientes e independientes, respectivamente y que

corresponden al vector X. Volviendo a escribir los vectores gradiente de f y g en
términos de Y y Z se encuentra que

Rif(Y,2) = (Ryf, Rizf)
Ng(Y,z) = (Nyg, Nzg)

Donde
zyg, 6
N ¢ .-
J= Nyg= c @ =
&Nyg,,
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Jnxn S cONoce como lamatriz jacobianay Cxnm = €S lamatriz de control. Utilizando
las definiciones anteriores en (4), se puede escribir el conjunto original de ecuaciones
como

Tf(v,2)=Nyf Y + Nzf§z (6)

y
Jy=-C ¥z
Como J se supone que no es singular, existira su inversa J*. Por o tanto,

Ty=-J'cz
sustituyendo Y Y en laecuacion (6) seobtienea [ f como unafuncionde § Z

Mf(Y,2)=(Nzf - NyfJ'C)Zz



aplicando a esta ecuacion la derivada restringida con respecto a al vector
independiente Z, se tiene

Nf = 1£(Y,2)/TZ=Rz - NyfJ'C

donde N representa e vector gradiente restringido de f con respecto a Z. Por
consiguiente f debe de ser nulo en los puntos estacionarios.

3.3 Método L agrangiano.

Esta muy relacionado con € método jacobiano y se puede desarrollar a partir
de aquel. Anteriormente se demostré que:

Tf(v,2)=Nyf Y + Nzf§z (7

fg=3qy+Cqz
Supongamos que ] g no esigual a0 entonces despgjamos [ Y
Ty=J3"9g-J'cyz
sustituyendo en la ecuacién (6) tenemos
£y, 2) =Nyf I*§ g+ Ncffz )
donde
Nc f = Nzf - Nyf J*'C

Considerando que en €l punto extremo (y para cualquier punto estacionario) Xo = (Yo,
Zo), €l gradiente restringido Nc f debe anularse, entonces de (8)

T1£(Y0.Zo) = Nyof 7" T 9(Y0.Z0)
o bien,
1f/9g = Nyof J* €)
Esta relacion (9) permite estudiar el efecto de variaciones pequefias de g sobre el

valor optimo de f evaluando la tasa de cambio de f con respecto a g. Estas tasas
usua mente se conocen como coeficientes de sensibilidad.



De (9) s tomamos

| :Nyole: ﬂf/ﬂg
tendremos
Mf-19g=0 (10)

Esta ecuacion satisface las condiciones necesarias para los puntos estacionarios ya

que la expresion para /g se cacula con Nc f = 0. Otra representacion mas
conveniente de la ecuacién (10) es tomando sus derivadas parciales con respecto a
todas las x;. Lo anterior da

i(f- Ig):O i=12...n

fix,
Las ecuaciones resultantes junto con las de restricciones g = O proporcionan los
valores factibles de X y | que satisfacen las condiciones necesarias para puntos
estacionarios. Este procedimiento define al método de Lagrange para identificar los
puntos estacionarios de problemas de optimizacién con restricciones de igual dad.

4EL METODO SIMPLEX

Para resolver un modelo de PL por medio del método simplex, este se debera de

poner en forma estandar aplicando los siguientes puntos:

1. Todas las restricciones son ecuaciones con un segundo miembro positivo.

2. Una restriccion se convierte en ecuacion adicionando una variable de holgura (o
restando una variable de exceso) a primer miembro de la ecuacion. El segundo
miembro de la ecuacion se puede hacer positivo, multiplicando ambos lados por —
1. Y ladireccion de una desigualdad se invierte multiplicando ambos miembros de
la ecuacion por —1.

3. Todas |as variables son positivas.

4. En €l caso de que una variable y; cualquiera, sea irrestricta (no restringida), esta
pudiera expresarse en términos de dos variables positivas mediante € uso de la
sustitucion. y; =y;—y; donde y;,y;>=0.

5. Lafuncion objetivo puede ser de maximizacién o de minimizacion.

Un gjemplo sencillo para poner un modelo de PL en forma estandar es € siguiente:
Modelo de PL.
Minimizar z = 2x; + 3X,
sujeto a

X1+ X, =10



'2X1 + 3X2 <=-5
TX1—4X, <=6
Xy irrestricta
X2>=0

Haciendo uso de los puntos anteriores obtenemos el siguiente modelo PL en forma
esténdar:

Minimizar z=2x"1 —2X 1 + 3%,
sujeto a

X'1—X1 +X% =10
2X1—2X1+3X—5=-5
X1 —TX 1=, +S5=6

X 1X 1,X2,X3,%,S3, >= 0

La solucién optimaa un modelo PL se encontrara siempre en alglin punto extremo del
espacio de soluciones formado por € conjunto de restricciones, a cada punto extremo
se le conoce como (solucion bésica factible). Simplex emplea un proceso iterativo que
inicia en un punto extremo factible (por lo general el origen) considerada como la
solucién inicial y va recorriendo de un punto factible a otro punto factible, hasta que
encuentra el punto optimo, punto en el cual (en el caso de maximizacion), el valor de
la funcion objetivo sea €l maximo que se pueda obtener. Para desplazarse a un punto
factible se emplea unaiteracion en e método.

L os pasos del algoritmo simples son los siguientes:

Paso 0: después de poner €l modelo PL en forma estandar, se determina una solucién
basica factible inicial, inicidizando un numero W de Variables no Basicas (W =
incognitas — ecuaciones) a un valor igual a cero.

Paso 1. seleccionar una variable de entrada de | as variables no béasicas actuales (cero),
gue al incrementarse esta arriba de cero, contribuye al incremento de la funcién
objetivo (maximizacion), si no existe una menor o igual a cero, la solucién actual es
optima. De lo contrario hacer €l paso dos.

Paso2: seleccionar una variable de salida del conjunto de variables basicas actuaes y
hagala cero (vuélvala no béasica) para que la nueva basica (variable de entrada)
seleccionada en € paso uno tome su lugar.

Paso 3: determinar la nueva solucién bésica haciendo que la variable de entrada sea
basicay lavariable de salida sea no basica. Continuar en €l paso uno paralasiguiente
iteracion.



Variable no basica: son las variables del modelo PL que se hacenigual acero al inicio
de la primeraiteracion.

Variable basica: son las variables del modelo PL que son diferente de cero al inicio de
la primera iteracion.

Para entender mas claro este agoritmo, consideremos un gemplo muy sencillo:
Modelo PL de Reddy Mikks en su forma estandar, para mas detalles ver referencia
[Taha 1991]:

Z-3 - 2% =0 Funcién objetivo
X1 + 2% + S5 = 6
%X, +  Xg + s = 8 Restricciones
-Xy o+t X + S =1
X1 + 5 = 2

El numero de variables no bésicas (tomaran €l valor inicial de cero) seraW =6—-4=
2.

Lasolucion inicial basicafactible, s x; =x,=0,655=6,5=8, =1, =2y d
valor de z = 0. Presentando esto en formatabular setiene.

basica |z X1 B3 B E B | solucion
z 1 -3 —2 0 0 0 0 0
S 0 1 2 1 0 0 0 6
S 0 2 1 0 1 0 0 8
S3 0 -1 1 0 0 1 0 1
S 0 0 1 0 0 0 1 2

La columna llamada bésica, indica a las variables bésicas actuales s, s, S3 Y &4 De
forma implicita las variables no basicas son x; y X, pues no se encuentran en la
columna basica.

Para detectar cuando se encuentra la solucién optima (la mejor) hacemos uso de:
Condicién de optimidad: en el caso de la maximizacién, si todas las variables no
basicas tienen coeficientes positivos en la funcion objetivo, se ha encontrado la
solucion optima. En caso contrario se selecciona a la variable con coeficiente méas
negativo como la variable de entrada.

Para detectar ala variable de salida en caso de que no se haya encontrado la solucién
optima hacemos uso de;

Condicion de factibilidad: se obtiene la minima razon = solucién/(coeficiente
positivo), donde e coeficiente positivo es asociado a la variable de entrada, y no se
toman en cuenta valores menores o iguales a cero.

De esta manera con estas dos condiciones podemos obtener ala columna de entrada y
a la ecuacion pivote que sefialara a la variable bésica de salida. Esto se ve mas claro
en lasiguiente tabla.



Ecuacion
pivote Columna 6/1=6
De entrada 8/2=4 _
basica X1 Xo S S S | Sol.
0z
z 1 -3 —2 0 0 0 0 0
S 0 1 2 1 0 0 0 6
- s 0 24 1 0 1 0 o 81y
53 0 -1 1 0 0 1 0 1
4 0 0 1 0 0 0 1 2
Elemento
pivote

Unavez que se identifican alas variables de entrada y salidala nueva solucion basica
(siguiente iteracién) se encuentra a aplicar e método de Gauss-Jordan que involucra
los siguientes pasos.

1. Nueva ecuacion pivote = ecuacion pivote anterior/elemento pivote.
2. Todas |as otras ecuaciones incluyendo z.
O Nueva ecuacion = ecuacion anterior — (su coeficiente de la columna de entrada) x

(nueva ecuacion pivote).

Al aplicar esto alatabla anterior se tiene lo siguiente:

Razon
2/(3/2) = 413
4/(1/2) =8
5/(3/2) = 10/3
2/1=2
basica X1 Xo S S S S solucion
1z
Z 1 0 -1/2 0 3/2 0 0 12
St 0 0 3/2 1 -1/72 O 0 2
X1 0 1 1/2 0 172 0 0 4
S 0 0 3/2 0 1/2 1 0 5
S 0 0 1 0 0 0 1 2




Lanuevasolucion serax; = 4, x, = 0y z = 12. Para encontrar la columnade entraday
el renglon pivote, se repite a partir de las condiciones de optimidad y factibilidad
hasta que se encuentre la solucién optima (cuando se cumple la condicion de
optimidad).

5 LA PROGRAMACION NO LINEAL: METODOS DE
GRADIENTE.

El méodo del gradiente se utiliza para la optimizacion de funciones que son dos
veces diferenciables. La idea general para generar puntos sucesivos, iniciando de un
punto inicial dado, en la direccién del incremento més répido (maximizacion) de la
funcion. Latécnica es conocida como método de gradiente debido a que gradiente de
lafuncién en un punto es indicativo de larapidez del incremento.

5.1 Método Newton-Raphson

Uno de los métodos de gradiente es el Newton-Raphson, este método esta basado en
la resolucion de ecuaciones simultaneas que representan la condicién necesaria para

optimalidad, llamada Nf (X) = 0.
La desventaja de utilizar 1a condicion necesaria Nf (X) =0 para determinar los

puntos estacionarios es la dificultad para resolver las ecuaciones simultaness
resultantes numéricamente. El método Newton-Raphson es un procedimiento iterativo
para resolver ecuaciones simultaneas no lineales.

Considere las ecuaciones simultaneas;

f(X)=0, i=12....m

donde X ¥ esun punto dado. Por expansién de Taylor

f (X) @f, (X*)+Rf (X )(X - X¥), i=12,...,m
Asi, laecuacion original puede aproximarse a

f.(X*)+Nf (X*)(X - X*) =0, i=12,...,m

Estas ecuaciones pueden escribirse en notacién matricial como

ky —
A +B, (X- X*)=0
Tomando en cuenta la condicion de que toda f,(X) es independiente, B, es
necesariamente no singular. Asi, la ecuacion anterior resulta
X =X“-B'A,
Laideadel método esiniciar de un punto inicial X°. Utilizando la ecuacion anterior,
un nuevo punto Xk puede determinarse de X* . El procedimiento termina con
X ™ como solucién cuando X ™ @X™*.



Una interpretacion geométrica de método se muestra con una funcion de una sola
variable en la figura 2. La relacion entre X y X<+ para una funcion de una sola
variable f(X) sereducea
f(x"
Xk+1 - Xk _ I( -
f*(x)

PO =

Tanpent Lo fix}
al x¥

e
L
I

'
Lonvergenoe puinl
frarlalion )

Fig. 2. Representacion grafica de Newton Raphson.

1

Analizando la figura 2 se puede ver que X! se determinan de la pendiente de

f(X) en x*, donde tanq = f'(x¥).

Un problema con este método es que la convergencia no esta garantizada siempre a
menos que la funcion se comporte bien. En lafigura, si e punto inicial X, es ae
método divergira. No existe una manera facil para localizar un “buen” punto inicia
X, - Tal vez una solucion para este problema es usar pruebay error.



5.2 Método de ascenso pronunciado (steepest ascent)

Laterminacion del método del gradiente se realiza en €l punto donde le gradiente de
vuelve nulo. Esta es solamente una condicion necesaria para la optimalidad. Asi se
enfatiza que la optimalidad no puede verificarse a menos que se conozca a priori que

f (X) esconcava o convexa
Suponga que f (X) es maximizada Tomemos a X° como el punto inicial en e
cual e procedimiento iniciay define a Nf (X*) como o gradiente de f en el k-

ésimo punto de X “ Laidea del método es determinar & PATH p através del cual
df / dp es maximizada en un punto dado. Este resultado es acanzado si los puntos

sucesivos X ¥y X**! se sdleccionan tales que

Xk+l — Xk + rka (Xk)
donde r*esun parametro llamado tamafio de paso optimo.

El parametro r “ se determina tal que X “*1 de como resultado una gran mejora de
f . En otras palabras, si lafuncion h(r) se define como

h(r) = f(Xk +er(X"))
rese vaor de I maximizando

El procedimiento propuesto termina cuando dos puntos de prueba sucesivos X k y
X " son aproximadamente iguales. Esto es equivalente atener

r*Nf (X*) @

Bgjo e supuesto de que r k1 0, e cual siempre seré verdadero al menos que X, se
convierta en optimo de f(X), esto es equivdente a la condicion necesaria
Nf (X*)=0

Ejemplo: Considere la funcion maximizada
f (X, X,) = 4% +6X, - 2X7 - 2XX, - 2X5

f(X,,X,) es una funcion cuadrdtica cuyo optimo absoluto ocurre en

(X;,X,) = (1/3,4/3) . Estamuestra la manera en que el problema se resuelve con
el método de ascenso pronunciado. La figura 3 muestra los puntos sucesivos. Los
gradientes en cualquiera de los dos puntos sucesivos son necesariamente ortogonal es
(perpendiculares).



Fig. 3. Método de ascenso pronunciado.
Dado e puntoinicial por X° = (1,1). Ahora
Nf (X) = (4- 4x - 2X,,6- 2%, - 4X,)

Primera iteracién

Nf (X°) = (- 2,0)

El siguiente punto X* se obtiene considerando

X=1D)+r(-20)=(1- 2r,])

Asi

h(r)=f(1- 2r,1) =-2(1- 2r)* +2(1- 2r)+4

El tamafio del paso 6ptimo produce el valor maximo de h(r) es r* =1/4 . Estoda
como resultado X' = (1/2,1)

Segunda iteracién

Nf (X*) =(0)

Considerar

X=0/2)+r(0) =(1/21+r)
Asl

h(r) =-2(1+r)>+51+r)+3/2
Esto da como resultado
r’=1/40X?*=(1/25/4)




Terceraiteracion

Rif (X2) = (- 1/2,0)

Considerar
=@ 50, 2la0. 81 50
e24g e 2 g é 2 4gp
Asi

h(r) =- (1/2)(1- 1) +(3/4)(1- 1) +35/8
Esto da como resultado
r*=1/40X°=(3/8,5/4)

Cuartaiteracion
Nf (X*) = (01/4)
Considerar
x =28 50, 5 10_88 5+ro
e84g e 4g é8 4 g
Asi
h(r)=-(/8)(5+ r)2 +(21/16)(5+r)+39/32
Da como resultado

r*=1/40X* =(3/8,21/16)

Quintaiteracién
Nf (X4) =(-1/8,0)

Considerar
a8 210, a1l o6 _a3-r 210
=C_, —~+ —,0=¢ — T
e8 16g & 8 g & 8 16g

sf

h(r) =- (1/32)(3- r)? +(11/64)(3- r) +567/128
Da como resultado

r®=1/40X"® = (11/32,21/16)

Sexta iteracion

Nf (X°) = (0,1/16)

Desde que Nf (X®) @0, e proceso puede ser terminado en este punto. El punto
méximo aproximado esta dado por Nf (X°) = (0.3437,1.3125) . Es necesario
observar que e ptimo exactoes X~ = (0.3333,1.3333)



6 CONCLUSIONES.

Se presento la teoria clasica de optimizacion para encontrar maximos y minimos de
los problemas no lineales restringidos. Y la conclusion es que no es adecuada para
fines de calculo. En € caso del método simplex para sistemas lineales las condiciones
de optimidad y factibilidad garantizan, partiendo de un punto extremo factible
(solucidn bésica), el poder mejorar el valor de la funcidn objetivo hasta llegar a
optimo en cada iteracion.
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