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CAPITULO 3.

METODOSNUMERICOSAPLICADOSEN EL DESARROLL O DEL
SIMULADOR NUMERICO GEO

3.1- Método de Newton

El encontrar la solucion a un sistema de eawiadones no lined es mucho més dificil que
el de un sistema lined. EIl méodo de Newton permite la linedizadon de un sistema de
easadones no lined, para posteriormente darle solucion pa cuaquier método numérico de
easadones linedes sSmultaness.

Un sistema de n eauadones con n incognitas (Xg, Xp, ... Xn), S8 noce ®mo nolineal, s
una o més de estas no eslined.

De manera generd, la solucion ce un sistema de n easadones no lined aplicando el
método ce Newton [Contey Boor, 1987 se plantea ®mo sigue:

Wfix,y,z...) dfuxyz..) dfu(xy,z...)

U S [Axi Of (X, ¥, 2,...)C
il 28 oy 0z 0 O 0O
dfaAxy,z...) 9fxxy,z...) dfzxy,z...) .0 Qxyig %2(va,2.~-.)[
a ox ay 0z B o0 g .

fax,v,2...) 20fs(xy,z...) 9fsxy,z...) 0= - C
%3 x 5 5 .0 gkzm Elfs(x,y,z,...)[ 3.1
0 Y Up o O C
O : : . 0O

\ ' ' 0:0 O C

Ug fa(x,y,2,...) Of(X,y,2...) (X V.2...) 00 a : c
E ox ay 0z "'S B B Bf(x,y,z...) E

evauadoen (x, Vi, z,...) y resolviendose tiene:
Xi+1 = XitAX;, Yi+1 = YitAy; zi1 = Z+Az,
(2.7) y (2.195 definen un sistema de ewiadones en dferencias finitas no linedes y

aopladas através de (2.8). Lano linedidad de estas eauadones en diferencias finitas sra
manejada por el método ce Newton.
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Seala epresion (3.2) la suma de todas las eauadones no linedes que representan el
sistema en estudio

fan(X ") = Da(X ™) + Eo(X ™) 3.2)

Laiteradon de Newton se poda obtener para & conjunto de ewadones a partir de (3.2,
usandolaserie de Taylor en ura goroximadon e primer orden

f2nk+1(1i +1) = f2nk+1(1i) + f'2nk+1(1i)(li +1_li) =0 <33)

Las eauadones (3.3) representan un conjunto de 2n eauadones linedes ampladas para €
vedor de incognitas X en el paso de tiempo k+1, en la iteraddn i+1. Los términos en
derivadas daran lugar alaformadon de lamatriz Jacbiana:

0 f 224 Xi)

oXi 3.4

i (X) = Y

La solucion & conjunto de ewadones linedes encontradas en cada iteraddn (matriz
Jambiana) seraresuelta por € método e particion de matrices hasta que los residuales san
menores a unatolerancia designada, muy proxima a ceo, easadon (3.3).

3.1.1: Método de Newton aplicado d conjunto de eaaciones no-lineales del
transporte de masa y energia.

Las eauadones en (3.2 se pueden representar para nuestro sistema en forma general de
la siguiente manera:
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Di(p4,...,Pn,UL...,Un) = 0 Ofy(X)=0 [p:
D2(py,..., pn,U1...,Un)=OB Ef2(£)=0 2

o o ..
Do(pn.... prti...,u) =00  Hf(x)=0
Ex(p1,.n, protn ) =07 Ofwi(X) =0
Ezxpy,..., n,Ul...,Un =0oU Ufma(X) =0
2(p1 P, U ) 0 0 2(X)

En(pl ..... pn,Ul...,Un) :OE Ef Zn(é) =0

=

donde

[><
]
POORO0 OO R

3.5)

N

=

El vedor X que seralasolucion del sistema en untiempo transcurrido k+1

Teniendo en (3.5 un conjunto de ewiadones no-linedes smultaness, este obtendra la
convergencia s, en unintervalo cercadelaraiz,

Of(X)  oTX)  2f(X)  af(X)  Af(X)  af(X)
op1 0p2 dpn Ju ouz OUn

o"'fz(l)+ o"'fz(l)+ dfz(1)+ o"'fz(l)+ o"'fz(l)+ +dfz(1)<1
op1 o0p2 0pn ou ol JUn

o”'fn(l)+ o”'fn(l)+ dfn(1)+ o”'fn(l)+ o”'fn(l)+ +afn(1)<l
op1 o0p2 0pn ou ouz Jun

dfm1(1)+ dfm1(1)+ dfm1(1)+ dfm1(1)+ dfm1(1)+ dfm1(1)<l
op1 0p2 Jdpn Ju ouz JUn

dfmz(1)+ 0fn+z(1)+ dfmz(1)+ 0fn+z(1)+ 0fn+z(1)+ dfmz(1)<1
op1 0p2 dpn Ju ouz Jun

0 f2n(X) . 0 f2n(X) . 0 fan(X) . 0 fan(X) . 0 fan(X) . 0 fan(X) <1
op1 0p2 0pn ou ouz Jun

El computar las derivadas y e saber donce esta la raiz es € mayor problema
Considérese d conjunto de eaiadones representado pa (3.2) utilizando ura dapa de
tiempo.

f2n(l) = Dn(i) + En(i) 3.6)
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Entonces, aplicandola serie de Taylor en (3.6)
f2n(li +l): f2n(li)+fIZn(li)(li+l_li):O (37)
y arreglando en forma matricial tenemos:
: df1(X) ofyX) O _
ofy(x)o 24 2) U Wpo) - (p 0 [OC
0 0 g do ow o O 0 OC
O O : : O 0OC
DfZ(A)D DafZ(ﬁ) de(X)D gpz) 1_(p2)i|]_ C -
o o0t Q2 dm G =oc 88
o . o 2 : : % o - 0 Gc
FF 2o(X) B T oun g B (w) H OBE
o bien
[0 f 1( Xi) 2f(X) 0O A1), :
pl)|D Dfl(&) C
DD dpr AU % 0 0 0 C
9 f2(X) of2(X) g gApz)iB Sf 2(&)%
E g, g O . C
@m(ﬁ) aon(ﬁ)% 0" 0 O ° C
A dp oun [ HAun) 5 Hf an(X)E
donce lamatriz con cerivadas parciales puede ser representada por :
[0 fi(X)Od
J=f1'(X)= D*D (3.10)

a Xj |jZnXZn

La matriz J se le mnoce omo la Matriz Jacobiana para € sistema no lined f,,(X)=0. En
(3.10 se observa que los renglones contienen a todas las derivadas parciales de las fi(X)
easadonesy las columnas estédn formadas por todas las parciales con respedo a cala unade

las variables del vedor X =

oes Pry U, onyUn]
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donce

(Bp 1) = (p2) 2= (p1):

: Q.11
(Au): = (ua)i+ 1= (Ua);

Resolviendo € sistema de ewadones por cualquier método e solucion e ewiadones
linedes smultaneas e tiene

[{p 1) ”S [{p 1)% EﬂApl)iE

gp?)*lm _ EPZ)D . gAPZ)‘[

O : O O: 0 O : C 3.12)
O O C

%Un)inm Un)\D %AUn)\[

Con esto se encontrara un estimado alaraiz s se repite este proceso reemplazandoel valor
dei cone dei+1. De estaforma d conjunto de 2n eauadones no linedes puede reducirse
aunconjunto de n eauadones linedes.

Las derivadas parciales de las funciones involucradas en €l Jambiano pleden cdcularse
mediante la introducdédn, en la funcion, de un pequefio fador de perturbadén d, para cala
unade las variables en turno. Esto es, como gjemplo

0 fyX) fup1+9,p02ps...) — f1(p1,p2,pP3,...)
opr 5 (3.13)

0 fuX)  faupy,p2+0,ps,...) = f1(p1, 02, p3,...)

0 fyX)  fup,p2,p3+9,...) = f1(p1,02,p3...)
ops 5 (3.15)

Reladones smilares ©n wsadas para calavariable en cadafuncion.

El méodo ce Newton tiene la gran ventgja de su convergencia aladratica, al menos
cuando se estd cecade unaraiz, pero esto se expande en términos de la evaluadon ce las
funciones. Para un sistema de 2 X 2 se tienen que evaluar seis funciones en cada paso,
mientras que para un sistema de 3 X 3 se tienen que evaluar doce funciones. Para n
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eauadones smultaness, e nimero de funciones a evaluar es 2n + n. Este método es bueno
paratodos |os casos de eaxiadones smultdneas no linedes.

3.2- Método propuesto parala dbtencion delasvariablestemperatura y presion (o
saturacion de vapor) en funcion delasvariables de estado persistentes (p,u).

En labUsqueda de un procedimiento que no obligue ala utilizad6n de una base de datos
muy grande @mo primera opcion se tratd de obtener una groximadon funcional del tipo
z = f (x,y) mediante pdinomios. Debido a la necesidad de encontrar correladones que
representen a una serie de datos registrados, siendo esta enorme (cerca de 30,000, se
tuvieron que emplea painomios con dcs variables independ entes y una dependiente. Esto
esT =1(u,p), P=1(u,p), las cuales no se encuentran en laliteratura.

La figura 3-1 muestra una groximadon funcional y otra painomial (interpdadon)
para dos variables. Se trata de encontrar la ewaddn ¢k una airva que, aunqe no pase por
todos los puntos, tenga pocas variadones y se goroxime lo mas cercaposible atodas el os.
Generamente este acecamiento se obtiene imponiendo e criterio de los minimos
cuadrados [Luthey Olivera, 199Q. Debido a que es muy dificil escoger una airva suave
gque se guste d conjunto de puntos dados, puesto que lo gque se quiere obtener es una
aproximadon funcional auna superficie, lo que se hizo fue generar todas las combinadones
posibles de 6rdenes en x e y con unlimite mayor de orden igual a 10, encontrandose d
polinomio que mejor se gustd a una determinada serie de datos.

APROXIMACION
POLINOMIAL
y=Pr1[x]

|

y=flx]
APROXIMACION
FUNCIONAL

P X

X1 Xz X3 X|—|

Figura 3-1. Representacion y aproximacion de una funcion.
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El método e los minimos yamuy conacido fue @ que se glicd, modificanddo paratres
dimensiones z = f(x,y). Se rediz6 un pograma que determind los coeficientes del
painomio, gjustandcse d conjunto de n purtos dados, en términos de minimos cuadrados.

Por la necesidad de manejar matrices enormes en este programa de minimos cuadrados
para funciones dd tipo z = f(x,y) y también para lograr la mayor exaditud en los
coeficientes de los painomios, se tomo la dedsion ce utili zar e programa en la maguina
rs970 risk del Temadogico de Monterrey Campus Morelos y generar las correladones
requeridas. Desafortunadamente las correladones no puderon ser obtenidas con un alto
grado ce predsion para un intervalo grande de datos, par lo cual € resultado no fue
satisfadorio para glicalo a smulador GEO. Una dternativa no explorada e la
implementacion ce crreladones por medio de eaiadones no linedes con exporentes no
enteros involucrados en los polinomios (tema que podria prestarse mwmo temade otratesis).

Otra opcion y a parece la més viable para é problema en cuestion, es € siguiente
procedimiento desarrollado en el presente trabagjo. A continuaddn se desglosa en ura serie
de pasos:

1.- Dividir la obtencién de propiedades termodinamicas en tres regiones del diagrama de
fases

a) datos que representen unestado de fase vapor

B datos que representen unestado e faseliquida

c) datos que representen unestado de dos fases (liquido-vapor)
2.- Establece para cala region ura serie de eaiadones no linedes para la temperatura y
presién (o temperatura y saturadon de vapar) en funciébn ce las variables primarias
densidad y energiainterna de mezcla
3.- Mangjar las no linedi dades de las eauad ones mediante iterad 6n Newton-Raphson.
4- Ir resolviendo e sistema de ewadones linedes resultantes de cala iteradon
Newton-Raphson mediante ¢ método de Gaussencontrando asi las variables temperaturay
presidn, otemperaturay saturadon de vapor, segiin sea ¢ caso.
5.- Una vez conccidas las variables Ty P (6 T y Sv) a partir del cuarto paso, se podran
obtener las restantes, hadendo o de las correladones presentadas en € cgpitulo uno @ra
cadaunadelastres regiones del diagrama de fases.

Paso 2 &&l procedimiento

Las easadones nolinedes que se establecen para calaregion sonlas sguientes:

fase vapor

fl(T, P) =—pPvdt+ Pv @3.16)

P
f Z(T, P) =—Uwu+hv—— 3.17)

A
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fase liquida

fo(T,P)=—pia+pi (3.18)

=)
f2o(T,P)=—ud +hi —— 3.19)

Pl
dos fases

+puh - P+[p,h,—p|h]S, 0
Pm

f1(T,S) =l (3.20)

f2(T,S) = —pm +(pv—p|)S,:O 3.21)

en las cuales % sustituyen las correladones no linedes indicadas en € capitulo 1 para cala
regiony que son funcion ck las variables desconacidas Ty Po T y Sv seguin sea ¢ caso. El
subindice 4 denota d dato conacido ce densidad y energiainterna.

Paso 3 c&l procedimiento

El mismo procedimiento aplicado ala solucion del conjunto de eaiadones de transporte
de masa y energia, es adaptado para resolver el sistema de dos funciones representadas por
(3.16 y (3.17) paralafase vapor, (3.18 y (3.19 paralafaseliquiday (3.20), (3.21) parala
mezcla liquido-vapor. Como gemplo, se muestra en (3.22), € sistema en forma de matriz
que representa d medio hifasico.

Wf(T,S) Jf«(T,S)0O EATB E]fl(T,S/)E

o1 oS, U 3.22)
DtAT,S) 0f«T,S)2 ASH 2T, S)E
g o1 s BEH H 5 E
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donce

Tiv1=Ti + AT, (3.23)

(S)i+1= ()i + (AS)i

La matriz de la epresion (3.22) representa d Jambiano. Los valores inicides de
temperatura y saturadon de vapor deben estar dentro de los rangos de glicadén e las
raices buscadas, en este cao 0.01< T, < 350C°y 0<S,i<1.End estado vapar, los
rangos ®n 0.01< T; < 350C°y 0< P< 16.54x 10° Pascdes. En el estado liquido son
0.01<T;< 350C°y 615<P<10x10’ Pascdes.

3.3- Método de Particién de Matrices

3.3.1: Justificacion de su aplicacion

El aprovedhamiento de la memoria de una mmputadora personal con sistema operativo
MS-DOS para la aeaddn ce programas por parte del usuario se restringe solo a una
pequefia parte, (640Kb), de la aal un segmento de esta es ocupada por € propio intérprete
de cmandos (command.com), quedando dsporible para los programas lo 512 Kb
aproximadamente. Por si eso fuera poco, esta se divide en segmentos de 64 Kb, pa lo tanto,
los moédu os que anforman a simulador GEO, no deben exceder dicho tamafio cadauno
ellos. Ademés de la gran restriccidn en e uso de memoria que implica é programar en e
sistema operativo MS-DOS, la solucion ce matrices de gran tamafio es pradicamente
imposible. Una dternativa para poder manegjar matrices de grandes dimensiones es
dividirlas y amacenar cada parte de la matriz en dferentes segmentos de memoria. Esta
dternativa se glicd alamatriz generada por e programa GEO donck d tamafio méximo lo
da d nimero de dementos n que comporen la malla discretizada, siendo € tamafio e la
matriz igual a2n x 2n (eauadon 3.9.

3.3.2- Desarr ollo del Método

Considérese d sistemade ewiadones en (3.9) representado pa la expresion

Ax=b 3.24)
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donck A es la matriz Jacmbiana, b es & vedor conformado pa las eauadones aplicadas a
cada uno ce los n eementos y X es €l vedor de incognitas (densidad y energia interna
espedfica de mezcla) cuya solucidn se busca para un tiempo t+1 como unincremento al
vedor conccido en untiempot, eauadon 3.11.

Si Ay, representa una submatriz de A con inversa onacida, formada por alguncs de los
altimos renglones de Ay e mismo nimero de las Ultimas columnas también de A, se puede
expresar la ewladdn matricial (3.24) en formanctadona como

(A Al OmC 305
Eﬁm Azz%(z%_ 2E 3.25)

si Az, resulta ser de orden m x m, el vedor x, contendra los Ultimos m elementos de x y €
vedor b, también tendra los Ultimos m elementos de b. Teniendo en cuenta que los
elementos matriciales N asu vez matrices. Setiene

Auxa+ A2Xe = o (3.26)

Acixa+ Az2Xze = b2 3.27)
Despgandoe vedor x, de (3.27), setiene

AxoXo = o - Apixg
luego

Xo = Agy (by - AgiXy) (3.28)

Sustituyendo(3.28 en (3.26) y despgjando b esta d vedor x;, Setiene

X1 = C*(by - Dby) (3.29)

donce

C = Aur- ApAry A

29




ITESM Campus Morelos Capitulo 3

D= ApAs”

sustituyendo (3.29 en (3.28 y simplificando algebraicamente, se obtiene
Xo = -EC-lbl + Fb, 3.30)
donce

E=Ax'Asn

F=Ay'+EC'D
las expresiones (3.29 y (3.30 dan lasolucion a sistemadefinido en (3.25), esto es

D(1D_ Oct -C'DOdC 331
HHEect F HHef '

por lo guelainversade lamatriz A es

oc?t -c'bC
= C (3.32)

Al=
T EC™? F C

3.4- Interpolacion deLagrange para €l calculo delas propiedades termodinamicas
en lasintercaras.

Para d cdculo de las propiedades termodindmicas en las intercaras de los el ementos, se
utiliza d méodo ce interpoaddn ce Lagrange [Chapra y Canale, 1994. Este se puede
representar concretamente @mo:

hn(X) = i Li(x)h(x) (3.33)
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en donak

n X = X
Li(x) = |_! . —x (3.34)
j=0 A

|_| denota @ "producto de" y h,(X) es €l vaor de la propiedad fisica en la intercara del

elemento. Como a cala demento corresponce solamente un nodo,para d cdculo de las
propiedades en laintercara se utili zaralaversionlined (n=1):

X — Xo
X1— Xo

X—X1
hu(X) = o~ h(xo) + h(x1) (3.35)

Como gemplo, para una mayor comprension, tomar como referencia ala figura 2-1 que
muestra una porcion e malla definida para dertos elementos. Considérense los nodas n 'y

m;, donce, pa simplificadon, x;=0 es tomado como € origen y X, da la distancia del

primero a segundo nodo(d,m1). X representa la distancia del primer nodoa la intercara,

h(Xo) ¥ h(x;) son los vaores de las propiedades fisicas en € primero y segundo nodo,
finamente, hy(x) es el valor delapropiedad en laintercara.

3.4.1: Evaluacion del error en lainterpolacion lineal

El error aproximado paralareladon (3.35 se puede obtener con lasiguiente expresion
Chapray Canale, 1994:

Ri=f [Xz, X1, XO](X = Xo)(X = X1) (3.36)
f[X2,X1,%0] indicaunadiferenciafinitade segundo adeny se expresa cmo:

] _ f [Xz, X1] - f [X1, Xo]

f[Xz, X1, X0 3.37)
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donck la diferenciafinitade primer orden hada alelantey atrés n(3.38 y (3.39
respedivamente

_f(xe) - f (%)

f [Xz, Xl] = W (3.38)

(%) = f(x0)

f [X1, Xo] = W 3.39)

de (3.38 se ohserva que para poder evaluar e error de una interpoadon lined por e
método e Lagrange apartir de la ewiadon (3.36), en laversionlined, se requiere conocer
un cato adicional, del valor de lapropiedad que esté en lalineaque unen conm;.

3.5- Curvasdenivel en larepresentacion grafica de resultados, para sistemas de
distintas geometrias

Se implement6 un pocedimiento paralageneraddn ce cntornos (curvas de nivel delas
variables termodindmicas), € cua permite un andlisis més completo de los gstemas fisicos
bajo estudio. Debido a que la geometria de la malla de purtos noddles involucrada en la
simuladén, nose presenta por lo genera en forma de una asadricula uniforme (ver figura
3-2), es necesario oltener una mall a de datos interpolados antes de proceder ala obtencion
de las curvas de nivel. La figura 3-2a muestra un conjunto de datos espadados de forma
irregular, que d aplicar € procedimiento implementado en este trabajo se transforma ala
mallaregular (fig. 3-2b) como un @so previo alageneradon ce arvasde nivel. Lafuncion
implementada para generar contornos (ver secddon 4.2.5 se vaidd con paquetes
comerciales, cuya espedalidad eslade generar contornos [Davis, 1973.

@) b) (

Figura 3-2. Nodos que representan a un conjunto de datos espaciados de forma
irregular (a), regular (b).
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3.5.1: Procedimiento parala dbtencion de una malla de datos interpolados

Considerando gt las variables involucradas en la simuladon nunérica son cdculadas
en purtos nodales generalmente espadados en forma irregular, es |6gico esta malla nodal
requiera de una transformadon antes de proceder a aea las curvas de nivel. Para esto es
necesario oltener unamallaregular de datos interpolados, siendoel valor en cadanodo um
estimadén del parametro fisico analizado. Considérese la figura 3-3 que muestra una malla
irregular (nodcs de wlor gris) sobrepuesta auna malla regular (nodcs de wlor negro). P;
(purto de wlor gris) indicaun valor de una variable obtenido mediante una simuladén con
GEO y Pk (purto de mlor negro) indica é vaor cdculado pa interpoladdn a partir de los
valores en varios nodcs cercanos de la malla origina (color gris). Los pasos a seguir para
obtener Py sonlos sguientes:

1. Definir las coordenadas X;, Y;, que representan la distancia en metros con respedo a un
gje de omordenadas para calavalor P; del parametro fisico.

2. Definir unamalla de datos Py (mallaregular) como la presentada en lafigura 3-2(b), con
sus respedivas distancias Xy, Yk.

Py

FIGURA 3-3. Malla de nodos uniformemente espaciada sobrepuesta entre datos de
propiedades termodindmicas calculados a través del ssmulador GEO.

3. Designar un nimero de nodcs vednos n a cala intersecaon Py de la malla, con los
cudes redizardlainterpoladon.

4. Se cdcula la distancia de cala nodo \edno a la intersecdon e la malla Py. Esta
distancia Dix del purto P; al purnto Py se obtiene por € teorema de Pitégoras:

Dik =/(Ye—Y) 2 + (X — X)2 @40)
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Unavez que se encuentra la distancia desde todcs los nodcs veanos a purto Pk dela
mall a, se procede a atimar €l valor del parémetro fisico P, con (3.410).

s
S

El procedimiento serepite en cadaintersecddn celamallaregular para obtener todcs los
datos interpolados en esta mall a uniformemente distribuida.

3.41)

n

[y
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