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CAPITULO 2

APLICACION DE LA TECNICA NUMERICA DE DIFERENCIASFINITAS
INTEGRADAS (DFI) AL SISTEMA DE ECUACIONES GOBERNANTES.

2.1.- Generalidades

McNed en 1953, es, aparentemente, e primero en utili zar la témica de Diferencias
Finitas Integradas (DFl). El clasifica eta groximaddn como "una red asimétrica de
diferencias finitas', haceuso de esta témica e la solucidén ce problemas con valores de
frontera de segundo aden. Poco tiempo después, e método DFI fue usado para la
obtencién ce resultados en problemas que invaucran transferencia de cdor. Edwards en
1972, &b esatémica a e desarrollo de un agoritmo llamado Trump, que mangja estados
establesy transitorios de distribucion de temperaturas, con transferenciade cdor condictiva
y convediva. La transferencia de cdor condictiva es conceptualmente similar a flujo de
fluidos en medios porosos y € andlisis numérico de este tipo de problemas con geometria
complea, se fadlita enormemente por € uso de unaformuladonintegral (también aplicada
en el méodo cdl elemento finito).

Pruess y Schroeder en 1980 tilizaron la témica DFI para d desarrollo del simulador
SHAFT 79 [Pruessy Schroeder, 198(Q, € cua involucra un transporte simultédneo de
fluidoy cdor.

El método DFI es una témica numérica muy poderosa que se glica a la solucion e
problemas que invalucran flujo de aua subterrdnea através de un medio paoso. Este
método combina las ventagjas de una formuladdn integral con la simplicidad de la témica
de diferencias finitas, siendo muy Utii para @ mango de sistemas heterogéneos
multi dimensionales.

En la presente tesis ® usa esta formuladén integral (DFI) la aal ha sido empleala de
forma &itosa en la solucion de problemas de transferencia de cdor y que muestra una
descripcion geométrica flexible debido a que no se hacedistincion entre una, dacs o tres
dimensiones, de geometrias regulares o irregulares.

2.2- Aplicacion delatémica DFI ala eauaciéon del transporte de masa.

El primer paso de la témica DFI consiste en discretizar en subregiones (elementos de
volumen) el volumen total del sistema fisico para posteriormente integrar la ewadon sobre
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cada demento de volumen [Narasimhan y Witherspoon, 1989 Suarez y De la Torre,
199]. La ewadon (1.1) se expresa entonces:

%Ln M dVn = —Ln leEan +an dVn 2.1

Donde M =¢@p y € subindice n indica cala uno & los elementos que cmporen &

volumen total. Aplicando € teorema de la divergencia d primer término sobre d lado
deredho de (2.1) para nwvertirlo aunaintegral de superficie tenemos:

17}
ELH M dVih = —IrnE.Ddrn +an\/| 2.2

aqui n es € vedor normal a la superficie 'n que representa la frontera que ntiene o
delimita d elemento vdumétrico V. Cada 'n puede subdvidirse en Mi intercaras de aea
A, pa lo quelaintegral de superficietotal seralasumade integrales obrelas Mi intercaras

Mi

rnE.Qan:n;J'AnmE.gdAnm

Subsiguientemente, pa aplicadon el teorema del valor medio [Haaser et al., 197Q, se
introducen promedios volumeétricos apropiados, siendo esto la idea cetra de la témica
DFI:

d
a(MnVn) = —; Am Frm+ QnVn 2.3)

easadon vdlida en cada volumen arbitrario V.. M, es e valor promedio de M sobre V.. La
integral de superficie epresa una suma discreta de valores de los flujos normales
atravesandolos ssgmentos de superficie A,m correspondentes.

Discretizando € tiempo dce forma mpletamente implicita (para poder manejar
intervalos largos de At) como ura diferencia finita de primer orden, se puede observar en
(2.4) que € flujo y lafuente/sumidero estan evaluados en el nivel de tiempo adudl:

tk+1_,[|< 0 +1

Mnk+1 - Mnk = Y E Z Amm Frm + QnVnH (2.4)
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Lamasa para d paso detiempok+1es:
Mnk+1: %k+1 pnk+1 (2.5)
Lamasapara € paso detiempokes:
Mnk: %k pnk (2.6)

Ny m son etiquetas para los el ementos de volumen, y k es la diqueta del paso de tiempo.
Ordenando (2.4), se tiene la ewiaddn dal Transporte de Masa discretizada por la témica
DFI:

At [ 0
Dn(lkﬂ) = Ma**™ = Mn* - W B’ Z AnmFom* +Vnan+1 H: 0 (2.7)

m

Dondg, de (1.5) setiene que:

2 Opa k kar O m— Fn
Fm=- Dp O EP P
= [ Ha Dan dnm

L
- (pa) nmgnmE (2.8)

doncke los subindices (nm) denctan valores en la intercara (nm) basados en los valores
medios de los parametros en cada uno & los elementos de volumen que conforman la
intercara. Esto requiere distintos procedimientos para parametros diferentes como pa
giemplo, interpoladon espadal, fador de peso, etc. En estatesis & enpleaa ¢ método ¢
Lagrange para @ cdculo de las propiedades termofisicas en la intercara (cepitulo 3). La
easadon (2.8) representa d flujo de masa del elemento m hada @ elemento n, através de
su intercara de &ea A dhm €S la distancia entre los nodcs de dementos ubicados en el
centro de los mismos. gnm €S el comporente de acéeraddn gravitadona en ladirecaon de
m hadan.

2.3- Aplicacion delatémica DFI ala eaacion del transporte de energia
Similarmente d procedimiento anterior, para la ewaddn de Transporte de Energia,

podemos integrar espadalmente (1.6) en ura pequefia subregion finita de volumen V de la
region ceflujoy obtener lasiguiente ewiadon:
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%J\‘/HU dVn = —Ln leg dVh + LnQ dVn 2.9

Donde U se define por (1.8). Aplicando € teorema de la divergencia d primer término
sobre d lado deredho ck (2.9) para wnwertirlo aunaintegral de superficie, y asumiendo que
U esun valor promedio sobre V:

17}
d—lijvgvn = —Irng.gdrn +LHQ dVn (2.10

aqui n es & vedor normal a la superficie. Para discretizar e dominio total del flujo se
introducen en (2.10 promedios volumétricos apropiados para obtener pequefios
subdaminios o elementosy poder evaluar el balance de masa en cada demento:

d
a(unvn) = —; Ann Gom + QnVa 2.11)

Se procede adiscretizar € tiempo de forma cmmpletamente implicita como ura diferencia
finita de primer orden. Notese que d flujo y lafuente/sumidero estan evaluados en €l nivel
de tiempo adual:

k+1 k +1
t -t

+ U
Unk 1—U B’ZAﬂmGnm"‘ QnVnH (2]2)

La energiainternavolumétricapara @ paso detiempo k+1 es:

k+l —_ go p k+l + (1 (pn)pRCRT k+1 (2]3)

La energiainterna volumétricapara @ paso detiempok es:

Un® = @n* on* tn* + (1— @) prCRT:" @.14)
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Ordenando (2.12), se tiene la representadon del Transporte de Energia en la ewiaddn
(2.15), discretizada por latéaicaDFI:

At U
En(X™) =Un*"t —Un* - Vo B’ z AnGn* ™ +Va Qo' = 0 (2.15)
El flujo de energia apartir de (1.7), es:
Mm=Thl0 &
Gm= - Knmma"‘ Zl hanm Fanm (2.16)

La ewadon (2.16 representa € flujo de energia del elemento m hada d elemento n, a
través de unaintercara de &eaAnn, bajo uradistanciad,m (ver figura 2-1).

Para (2.7) y (2.195, At es e paso de tiempo, V, es @ volumen del elemento n,
XM=, o u L un™) es e vedor de 2N incdgnitas para un sistema @n N
elementos en e nivel de tiempo t“**. Es requisito indispensable para este tipo de problemas
el poder mangjar etapas de tiempo cemasiado grandes. Para esto y para poder tener una
buena estabilidad numérica los términas de flujo son expresados en forma de parametros
termodinamicos desconacidos en €l tiempo k+1 de formaimplicita

Las propiedades fisicas en las intercaras de los elementos ® cdculardn en base auna
interpoladén lined por e método de Lagrange.

2.4- Mangjo dela geometria ddl yacimiento geotérmico por el método DFI.

La discretizaddn en e espado de (2.7) y (2.15) por la témica DFI involucra una
conformaddn ce bloques padliédricos, voliUmenes, areas de intercaras y distancias nodales.
Aqui no se tiene referencia asoluta aningin sistema global de aordenadas o que implica
que las eauadones discretizadas $n Vdlidas para geometriasirregularesy arbitrarias en urg,
dos o tres dimensiones.

En lafigura 2-1, € término d,y, contenido en (2.8) y (2.16 dencta la distancia entre los
purtos nodeles n y m de cala demento (g emplo, dstancia desde d nodon a nodo m), en
forma perpendicular alaintercara.
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Figura 2-1. Se muestran las distancias d,m, desde la intercara del elemento (n) hacia
los demas elementos, y de estos al elemento (n).

En e método DFI la forma de manejar la geometria del sistema se muestra en la figura
2-1. Tébmese mmo elemento principal a n y cada demento m : M, mz, M3, M4, Ms, Me
segunlaintercara a onsiderar. De ayui, € areade laintercara entre los elementos ny m, es
la denotada @n A,ma Y €S perpendicular aladirecdon e flujo Fymg. La distancia entre los
nodas respedivos es dyms. ES necesario que los volimenes de los elementos emplealos en
DFI sean figuras pdliédricas (tridngulos, redéngulos, cubacs, trapedos, etc.), smplemente
conexas, para satisface las condciones del teoremadel valor medio paraintegrales.
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