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Abstract. En este articulo proponemos un algoritmo llamado SPJS (Satisfactibilidad
del problema de Job Shop) para €l problema de scheduling, que permite encontrar
asignaciones satisfactibles de Job Shop mediante la evaluacion de cléausulas
reducidas de la Légica proposicional que representan a problema. La asignacién
propuesta en Job shop parte de una codificacion en forma SAT que solo incluye a
clausulas que representan a las restricciones de precedencia y que se evallan
mediante la obtencidn de los tiempos de inicio mas tardios, |os que se obtienen por
medio de un algoritmo que encuentra larutamas larga..
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Introduccion.

L os procesos de manufactura se han vuelto muy complicados debido a que las maquinas
gue intervienen en estas tareas pueden eecutar un mayor nimero de operaciones.
También las herramientas que se utilizan en las maquinas son caras 'y por lo tanto estas
tienen que compartirlas a distintos tiempos con diferentes operaciones con el propdsito de
reducir costos de operacion; el problema se complica dado que existen comiUnmente
dependencias entre las diversas operaciones. De esta forma resulta relevante para los
sistemas de manufactura, € problema de scheduling que trata de determinar en que
tiempos y en qué maquinas, las operaciones serén realizadas.

Dentro del area de Scheduling, € problema de Job Shop (JSP) es e que mas aplicacion
préctica ofrece, pues permite incrementar la eficiencia de los procesos de manufactura
[Adams et al 1988]. JSP se describe de forma general como sigue:

Se tiene un taler con un conjunto de maquinas m = {My, M, ...,My} las cuaes deben
realizar un conjunto de tareas j = {1,2,...,n}. Cada tarea j requiere de una serie de
operaciones Oy, O, j,...,0y; j, donde latupla (i, j) indicala operacion i de latareaj y hay
nj operaciones en j. Se requiere obtener la programacion de tiempos de cada tarea
determinando para ello los tiempos de inicio de cada una de sus operaciones. Al conjunto
de estos tiempos de inicio se le denomina un schedule. Se supone que al inicio del proceso
(i.e a tiempo cero), cada maquina esta disponible y que en cada momento solo puede
procesar una operacién a la vez. Como informacién de entrada, se proporciona, la
secuencia de méaguinas por las que cada tarea debe pasar [Adams et a 1988]; de esta
forma, la operacion O esta disponible desde € tiempo cero. Se conocen ademés los
tiempos de procesamiento p;; de todas las operaciones y sus restricciones de precedencia.,
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esto es, no se permite que la operacion Oj; se inicie antes de que termine la operacion O;.
1j. Ninguna operacion puede ser interrumpida antes de que transcurra su tiempo de
procesamiento (un caso donde no se permiten preemptions) [Pinedo 1995].

Enlafigural seilustraun problemade JSP, el cual se representa por un grafo etiquetado.
El problema representado consiste de dos tareas, cada una de ellas se compone de dos
operaciones (Oi1, O Y O, Y Oy, respectivamente). Las operaciones O;j se representan
en el grafo por las etiquetas O, €l subindice j que representa el nlmero de latarea se omite
por simplicidad, y este estd implicito en el nimero de renglén del grafo. Asi los nodos
etiquetados en € grafo por O,y O, junto a las marcas M1 y M2 corresponden a las
operaciones 1 y 2 de latarea 1. De esta forma estas dos etiquetas O,y O, seleen Oy y
O,1. Notese que los nimeros de las operaciones Oj; estan en formato oscuro para
distinguirlas de las etiquetas O; del grafo. Se tienen restricciones de precedencia Pk para
cada tarea (arcos conjuntivos); asi , paralatarea uno P1 indica que la operacion O;; debe
de terminar antes de iniciar la operacion O,;; o mismo ocurre para la tarea dos con la
precedencia P2. Se cuenta con dos maquinas (M; y M;) que son compartidas por las
tareas, esto es, latareauno utilizala maguina uno pararealizar laoperacion O, y latarea
dos paralaoperacién O, ,. De aqui podemos entender que las tareas uno y dos comparten
los mismos recursos (méguinas uno y dos respectivamente), por lo que existirdn
restricciones de capacidad de recursos denotados por C1y C2 en cada par de operaciones
gue requiera utilizar la misma maquina (arcos disyuntivos). Sobre cada nodo se encuentra
un nimero que representa las unidades de tiempo de procesamiento necesario para la
operacion que ese nodo representa, por giemplo en lafigura 1, para la operacién Oy se
requieren 3 unidades de tiempo para que dicha operacién se procesada. El principa
problema es decidir que secuencia de operaciones se debe seguir en cada maguina que
compone a Job Shop, respetando las restricciones de precedencia Pk y de comparticion
(o de capacidad) de recursos Cr. El proceso de solucién para este problema seilustrara en
una seccion posterior.
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Fig. 1. El problema de Job Shop mas sencillo.

Job shop scheduling es un problema de optimizacién catalogado como NP duro
[Papadimitriou 1994], de forma que no hay hasta el momento algoritmos deterministicos
gue lo resuelvan en forma eficiente (polinomial). Problemas de solo 10 trabagjos y 10
maéaquinas han podido resolverse solo después de un periodo de 25 afios [Schutten 1998];
debido a esta dificultad, se han dado diversas propuestas de cdmo plantear un problemade
Scheduling, como por gemplo CSP [Cheng and Smith, 1997; Smith and Cheng, 1993;
Sadeh and Fox, 1995], SAT [Crawford and Baker, 1994, Ullman 1975], Programacion
Lineal [Pinedo 1995], por mencionar solo algunas; para posteriormente darle solucién a
través de una variedad de algoritmos como por gemplo, Branch and Bound [Conway et
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al, 1967], Simulated Anealing [Perregaard, 1995], Genetics Algorithms [Zalzala and
Flemming, 1997], Reglas de prioridad [Panwalker and Iskander, 1997], Enumeracion
implicita [Carlier and Pinson, 1989; Lageweg et al, 1977], Shifting Bottleneck [Schutten,
1998; Adams et al, 1988], ISAMP [Crawford and Baker, 1994], etc. Actualmente muchos
investigadores, han realizado trabgjos sobre el andlisis y métodos de solucién para
problemas de satisfactibilidad, en este tipo de problemas que por lo general se han
distinguido por ser tedricos, nosotros abordamos un problema practico como lo es JSP.

Formulacion del problema de scheduling.

Siguiendo la nomenclatura tradicional [Pinedo 1995], este problema de Scheduling se
representa por:

Jn prec|C max (1)

Donde, Jindica que se trata de un problema de Job shop con n maguinas, prec sefidla que
se tienen restricciones de procesamiento definidas por os tiempos en que cada operacion
esté lista (ready time) y sus tiempos de terminacion obligatorios (deadline) de cada
operacion y Cmax es lafuncién objetivo a minimizar llamada Makespan.

La funcidon objetivo que se busca es la de obtener un schedule que minimice € tiempo de
terminacion méximo de la Ultima tarea en el sistema 6 Makespan [Schutten, 1998]. El
Makespan se representa por max C;. De esta forma la funcion objetivo Z es el minimizar
Ci (el maximo tiempo de termino encontrado de una operacioni),:

Z =min(max C,) @)

Sujeto a(con iy j como par de operaciones):

C £s ©)
cap;= (C; £5)U(C; £5)) ©)
Si3ri (5)
C £di (6)
donde
C, =s, +p, (7

Estas restricciones se explicaran mas adelante. Este problema se puede ver como uno de
satisfaccion de restricciones (CSP) que consiste en determinar si un conjunto de
restricciones puede ser satisfecho. La solucién de CSP es una asignacion para las
variables que intervienen que simultdneamente las satisfaga a todas ellas [Gu, €t. a.,
1997]. La mayor dificultad de solucionar este problema proviene de las interacciones
entre restricciones 'y, en consecuencia CSP se torna dificil.



El problema de satisfactibilidad

Definicién del problema de satisfactibilidad (sat): Sean las variables booleanas x;, X2,
..., Xn, l@s cuales conforman m clausulas Cy, C,, ..., C,, de modo que cada clausula es una
disyuncién de una o mas variables x;. Encontrar el valor de verdad de las variables x, de
modo que laformulaC, U C, U ... U C,, sea satisfactible (tome el valor de verdadero).

El problema SAT fue e primero en reconocerse como NPC (NP Completo) [Garey and
Jonson 1979], € cual es la versién de decision de un problema np duro (version de
optimizacién). Los problemas de optimizacion pueden llegar a ser NP duros, mientras que
los de decision podran ser NPC [Papadimitriou 1994]. Los problemas NP duros pueden
ser transformados a SAT. Se puede pensar que no se obtiene ninguna ventaja, sin
embargo, la transformacion a SAT de determinadas instancias de un problema NP duro
puede dar por resultado un problema SAT que pueda ser abordado eficientemente. El
precio de esta transformacion

El problema de scheduling pertenece ala clase NP duros. Un problema A se dice NP
duro si pudiéndose transformar a SAT, mediante una transformacién polinomial, no se
puede decir que A sea NP completo, sin embargo A es a menos tan dificil (duro) como
SAT; aestos problema también se les conoce como intratables [ Papadimitriou 1994]. Los
problemas de optimizacién (como. Scheduling) son todos NP duros. Muchos problemas
de optimizacion NP duros son con frecuencia transformados (codificados) a SAT, debido
aque paramuchas instancias, el problemaen su codificacion SAT tieneinstancias paralas
cuales existe un agoritmo €ficiente. Dicho algoritmo sera capaz de determinar una
solucidn factible a problema de scheduling.

Para el problema de JSP [Crawford and Baker, 1994] se utiliza una codificacion SAT,
gue es abordada usando algoritmos clésicos para SAT (TABLEAU, GSAT WSAT). Esta
codificacion serd presentada en la seccidn siguiente. No obstante, como veremos adelante,
en esta codificacion se trabgja con todas las restricciones, 10 que consume demasiado
tiempo de gjecucion en los algoritmos para resolver SAT. En este articulo se propone un
algoritmo denominado de Codificacion Reducida que permite evaluar solo un subconjunto
de restricciones codificadas en SAT.

Codificacion clasica de scheduling como un problematipo SAT.

Para esta parte del articulo utilizaremos la tupla (i,j) como par de operaciones y nos
auxiliaremos de larelacion (7). JSP se expresa entonces con |las siguientes restricciones
[Smith 1993] y [Crawford and Baker, 1994]:

a) Restricciones de secuencias (1 ® j):

Indica que la operacién i debe finalizar antes de comenzar la operacion j. Esto mismo se
expresa con la ecuacion (3); esto es, € tiempo deinicio de la operacion s; mas su tiempo
de procesamiento p; debe de ser menor o igual que € tiempo de inicio de la operacion j.
b) Restricciones de recursos:

La capacidad de recursos representada por cap;; en (4) es una forma de evitar los
conflictos que ocurren cuando dos operaciones requieren de una mismamaquinaa mismo
tiempo. Esta se define como una disyuncion, 1o que significa que la operacion i debe
finalizar antes que inicie laoperacion j o bien j debe terminar antesde queiniciei, pero no
los dos.

¢) Restricciones de tiempo de liberacion (ready time)

El tiempo de liberacién (ready time) de una operacion es €l tiempo en que esta lista para
ser introducida a sistema, pero no necesariamente significa que ese sea su tiempo de
inicio. Para una operacién i, este tiempo se representa por r; en (5). Latareai no puede
comenzar su procesamiento s; antes de su tiempo de liberacion. Si esta restriccion no



existiera, entonces e procesamiento de la operacion i podria comenzar en cualquier
tiempo.

d) Restricciones de tiempo limite (deadline):

El tiempo limite (deadline) de unaoperacidni es el tiempo (obligatorio) méstardio en que
la operacion i deberd ser completada (no se debe de sobrepasar) . Se representa por d;, en
(6).

Para la traduccién del problema a SAT, deben obtenerse los tiempos de inicio de cada
operacion ya que para dos operaciones consecutivas i,j, se tiene que decidir si i se asigna
antes gque j o bien j se asigna antes que i. Para cada par de operaciones (i, j,), en cada
restriccion, se realiza un mapeo a conjunto booleano={ verdadero, falso} por lo que se
introducen las siguientes variables bool eanas [ Crawford and Baker, 1994]:

Ec. Equivale Traduccion SAT Num Significado

i® j C, £s prij= verdadero (8) |iprecedeaj

capij, | (C, £3j)U(Cj £s) |prijvprji=verdadero | (9) |iprecedeaj oj precedea
[

r. Si3 Ti sa; ri = verdadero (10) |i comienza a tiempo de
liberacion dei (esdecir ri)
0 mas adelante

d; Ci £di eb; 4i = verdadero (11) i,ter_mina a tiempo de
término di

Las clausulas (8) a (11) se denomina conjunto C o conjunto de restricciones.
Generalizando estas clausulas y laformulacién del problema, [Crawford and Baker, 1994]
determind el siguiente conjunto S de coherencias mostrado en (12) a (15) y que completa
la codificacion en SAT. El modelo es del tipo C US que describe un conjunto de
soluciones para JSP, y que mediante valores propuestos de las variables p;; se puede
resolver el problema SAT encontrado y determinar un schedule factible. Para evaluar las
coherencias, estas requieren estar en forma normal conjuntiva (FNC). En S, t significa el
tiempo en que la operacion puede comenzar o terminar.

Coherencias FNC Clausula
Sa.th ® Sath_l @Sai,t Usai,t -1 (12)
ebi,t ® ebit+1 @ebi.t Uebit +1 (13)
sai,t ® dchi,t + pi @sai,: UDchi.t + pi (14)
sai,t U pri,j ® saj,t+pi Dsai,t UQpri, j Usaj,t + pi (15)

Algoritmo de codificacion SAT reducida

Cuando en una codificacion SAT de un problema algunas de sus clausulas son siempre
verdaderas y por o tanto no intervienen en la solucion, estas pueden ser eliminadas y al
conjunto reducido de cldusulas se le da el nombre de codificacion SAT reducida.




Para nuestro método de solucion las restricciones de capacidad de recursos, Cr, establecen
el conjunto de variables independientes, mientras que las restricciones de precedencia,
Pk, son datos del problema que se tienen que cumplir. Como se observa en lafigural las
restricciones Cr son establecidas mediante arcos disyuntivos que indican una seleccion de
dos opciones, o laoperacion i de unatareaj, Oij, es gjecutada inmediatamente después de
la operacion x de latareay, Oxy, o viceversa. De esta forma la asignacién a uno de los
sentidos de una restriccion de capacidad la convierte en una restriccion de precedencia
entre las dos operaciones que une. Por giemplo, en lafigura 1, s a C1 le asignamos un
sentido de arriba hacia abajo, la restriccion resultante implicard una precedencia entre
011 y 022. De esta forma, haciendo una asignacion a conjunto de restricciones Cr se
obtiene un grafo conjuntivo a partir del cual se pueden establecer los tiempos de inicio
mas tardios para cada operacion (el tiempo més tarde en e cua la operacion puede
comenzar para esa asignacion). Encontrando entonces el tiempo de inicio mas tardio para
cada operacion, es posible determinar los tiempos de liberacion y de término. Usando los
valores de los tiempos de liberacion y de término encontrados, éstos seran siempre
verdaderos, de modo que en cada clausula disyuntiva donde aparezcan, esta serd
trivialmente verdadera. Como consecuencia, € conjunto de clausulas sera reducido solo a
las clausulas (15).

El tiempo de inicio més tardio de una operacion se determina a través de la ruta critica
(rutaméslargadesde el inicio ala operacidn en cuestion). El tiempo de inicio més tardio
de una operacion se conforma con la suma de los tiempos de procesamiento de las
operaciones sobre la ruta critica sin tomar su propio tiempo. Conociendo los tiempos de
inicio mas tardios de cada operacidn, se revisa la satisfactibilidad solo del conjunto de
cldusulas (15) para cada par de operaciones.

Inicio

Planeacién

Becuencia
propuesta

LRt

Tiempos
de inicio
rmas tarde

¥

Fig. 2. Diagramade flujo del algoritmo SPJS el cual evalliaunaformula SAT paraver
s la secuencia de operaciones propuestas es satisfactible.

La interpretacion que se le daa (15) en forma de implicacion es; Asegurar que s la
operacion i inicia a o después del tiempo t y ademas j sigue de i, entonces j no podra



iniciar hasta que i haya finalizado. Puesto que tenemos los tiempos de inicio podemos
evauar lasvariablesSa i ; y Sa j i, dondet representa el tiempo de inicio encontrado para
la operaciodn i. Sustituyendo en (15) el tiempo de inicio para i, resulta que la primera de
estas dos variables es siempre verdadera, mientras que la segunda dependeréa de quet +pi
no rebase el tiempo de inicio previamente encontrado para j. Siendo pri; supuesta
verdadera, €l valor de verdad de la implicacion (15) dependerd solo de su lado derecho.
Entonces, para un par de operaciones (i,j), cuyos tiempos de inicio y de procesamiento
conocemos, el lado derecho de (15) esfalso, solo si €l tiempo deiniciodej (i.e, t + pi) es
mayor al tiempo de inicio calculado mediante el proceso de ruta critica.

La figura 2 muestra el flujo del algoritmo SPJS en el cua el paso méas importante es la
evaluacion de la formula SAT puesta en FNC formada por € conjunto de clausulas
obtenidas de (15) para cada par de operaciones con restricciones de capacidad de recursos.
En la introduccion de datos se requiere al nimero de operaciones; nimero de maquina,
tiempo de procesamiento y restriccion de precedencia que le corresponde a cada
operacion. La planeacion designa sobre la base de los datos anteriores a las restricciones
de capacidad de recursos para cada operacién. Laformaen que se propone las secuencias
para ser evaluadas, es en forma aeatoria. De acuerdo con la secuencia propuesta se
obtienen los tiempos de inicio de cada operacidn y se prueba la satisfactibilidad de la
formula FNC, en caso de ser falsa se vuelve a proponer otra secuencia de operaciones, de
lo contrario se obtiene una asignacion satisfactible. El resultado obtenido (Makespan,
tiempos de inicio de las operaciones y sus secuencias) se almacena en un archivo para su
consulta. Para una interpretacion fécil de resultados, se incluye un médulo que muestrala
asignacion de lastareas y €l Makespan, por medio de la grafica de Gantt (ver gjemplos de
prueba). Si se tratara de optimizar estos resultados, entonces debera de obtenerse varias
asignaciones SAT y elegir alaque tenga el mejor Makespan.

Obtencion de los tiempos de inicio mas tardios.

Para la obtencién de la ruta mas larga se aplica un algoritmo que genera un &rbol de
blsgueda de esa ruta para cada una de las operaciones involucradas en el sistema. Por
cada ruta encontrada (rama) se almacena el valor de larutay se elimina la rama actual

para generar la siguiente rama. En caso de que la nueva ramatenga un camino parecido a
laanterior, se eliminan los hijos que no estén en laruta de la nuevarama. Se prosigue en
este camino hasta terminar todo el arbol de bisqueda, conservando siempre el valor de la
ruta mas larga, esta serd el tiempo de inicio mas tardio parala operacion en cuestion.

En lafigura 3. se observa un gjemplo sencillo parala g emplificacion de laobtencion de la
rutamés larga. Paralaruta de la operacion dos através de las operaciones que le preceden
se obtiene el &bol mostrado en la figura 4. En este se muestran todas las posibles rutas
gue se pueden seguir desde la operacion dos a la operacién ficticia cero, algunas rutas
tienen marcados



Fig. 3. Un giemplo sencillo de un problema de Job shop que involucra 2 méguinasy tres tareas con
dos operaciones cada una.

sus hijos con una etiqueta de uno negativo (-1) lo que indica que es una ruta que no puede
llegar al inicio, por lo tanto se desecha. Las rutas que se toman en cuenta son las que
Ilegan ala operacion ficticia cero. Laruta mas larga es 16 como se puede ver en lafigura
4(a).

@ (b)
Fig 4. Path for the operation two of the figure 3. (a) Tree of complete routes. (b) Branches
of some routes found in the tree of the parenthesis (a).

A fin de evitar que € &bol crezca de forma exponencial en memoria, se realizan podas
cada vez que se genera una rama. La figura 4(b) muestra esto, de izquierda a derecha se
comienza generando la primer rama. Esta rama se compone de las operaciones 2-1-0. La
conservacion de larama cuando vuelve a utilizarse se ve en la siguiente rama de la figura
4(b). La rama 2-6-5-4-1-0 una vez obtenida su valor de ruta, comienza a eliminarse de
abajo hacia arriba. En cada nodo antes de eliminarse se pregunta si se tiene un hijo
derecho, en caso de ser cierto se suspende la eliminacion y a partir de ese nodo con hijo
derecho se contindia una nueva blsqueda de ruta encontrandose la 2-6-5-4-3-0. De lo
anterior se puede entender que la rama mas larga encontrada y que pudiera estar en
memoria sera de complejidad espacial O(n), donde n representa al nimero de operaciones
involucradas en e problema.

Ejemplos de prueba.

Se muestran dos gemplos sencillos de prueba. El programa con que se implanto €
algoritmo por ser no deterministico genera diversos resultados, aqui se presenta solo uno
de cada problemay no precisamente el mejor.

Primer ggemplo: Es el mostrado en lafigura 3. Se obtiene un Makespan de 12, los datos de
planeacion y resultados aparecen en las tablas 1y 2 respectivamente. La gréfica de Gantt
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obtenida por el programa se presenta en lafigura 6. donde se puede ver que se respetan las
precedencias de la solucion propuesta en latabla 2 entre tres trabaj 0s cuyas operaciones se

gjecutan en dos maguinas.

Table 1. Planeacién del JSP
giemplo.

Planeacion de JSP Capacidad de recursos propuestos a JSP'y sus
Op | Tproc | Prec | Cap. Rec. tiempos de inicio de acuerdo alas precedencias
1 2 0 4, 5, Op. | Tproc. Inicio tardio | Prec. | Cap. Rec
2| 4 1| 36 1l 2 0 0
3 1 0| 286 2 4 2 1 3
L 3 1 0 0
4 > 3 | 15 4] 5 5 3 | L5
5 3 0 1, 4, 5 3 2 0 1
6 6 5 2, 3, 6 6 6 5 | 2 3

primer Table 2. Resultados de una asignacion factible al JSP
del primer ejemplo.

=
bAL 2
FAL 1
| | | | | | | | | |
1 3 4 3] B g 9 10 12 13

Fig. 4. Diagrama de Gantt de asignacion de trabajos y sus precedencias para el primer gjemplo.

Segundo gjemplo: Este es un benchmark propuesto por Muth y Thompson en 1963 y
utilizado cominmente para pruebas. El Job shop es de 6x6, seis maquinasy seis trabgjos,
cada una de las méaguinas efectlian 6 operaciones. Solo se muestra la gréfica de Gantt en
lafigura7y su Makespan obtenido. Como puede verse en la gréficalos trabajos respetan

sus precedencias.
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Fig. 5. Diagrama de Gantt que muestra la asignacion de trabajos y sus precedencias para el segundo
egiemplo.

Conclusiones

Dadalaimportancia de |os problemas précticos del tipo planeacién-scheduling y asu gran
dificultad de obtener soluciones por ser del tipo NP-Completo, es de relevancia el dirigir
nuestra mirada a SAT pues con una investigacion mas profunda se puede encontrar un
camino para unaimportante simplificacion en el trato de estos problemas. En este enfoque
logramos simplificar y reducir €l nimero de cldusulas necesarias parala evaluacion de un
problema Job shop codificado en SAT, esto esimportante en problemas grandes. También
se pudo incrementar la eficiencia algoritmica en cuanto a complejidad espacia para la
obtencion de lostiempos de inicio al realizar una poda constante en el &rbol de blsgueda.

Trabajos a futuro.

Todavia se puede eficientar el método que asigna las secuencias de operaciones de tal
forma que se puedan proponer secuencias mas probables de ser satisfactibles. Por € lado
de rutas més largas, se puede buscar o proponer nuevos algoritmos més eficientes parala
obtencion de la ruta més larga en problemas grandes.
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