Problema de Programacion
Lineal

Introduccion

La optimizacién es un enfoque que busca la mejor solucion a un
problema.

Proposito:
Maximizar o minimizar una funcién objetivo que mide la calidad
de la solucién, respetando las restricciones impuestas.

Programacion lineal: Técnica para resolver problemas de
optimizacion modelados matematicamente.




Programacion Lineal

Un modelo de programacion lineal se define generalmente como:
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donde (1a) es la funcion objetivo, (1b), (1c) y (1d) son las
restricciones del problema, y (1e) es la restriccion de no
negatividad.

Forma Canonica

La forma candnica de un problema de programacion lineal es:
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Todas las variables de decision son no negativas.
Todas las restricciones son del tipo menor o igual.
La funcion objetivo es de tipo de maximizacion.




Forma Estandar

La forma estandar de un problema de programacion lineal es:
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Todas las restricciones son ecuaciones excepto las de no negatividad.
Los elementos del lado derecho de cada ecuacién son no negativos.

Todas las variables son no negativas.
La funcion objetivo es del tipo de maximizacion o minimizacion.

Ejemplo de Forma Estandar

Cambiar a forma estandar:
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La forma estandar es:

4xy + 379




Soluciéon de un Problema

Solucion de un problema de optimizacion:
Asignacion de variables que optimicen la funcion objetivo
respetando todas las restricciones.

Espacio de soluciones: Es aquella region donde los valores de
las variables satisfacen todas las restricciones.

Meétodo gréfico:
1.- Encontrar el espacio de soluciones.
2.- Determinar la solucion optima entre todos los puntos factibles.

Ejemplo: Solucion de un
Problema

Ejemplo: Resolver el siguiente problema
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Ejemplo: Espacio de
Soluciones

W Ciptimo
/ (1=15, x2=1)

R
4 ® 5

. . .
x0=2 xo=0 °, xb=0 (maximio).

Ejemplo: solucion de un
Problema

Solucién éptima: Es aquel punto del espacio de soluciones
donde la funcion objetivo tenga un valor maximo.

Punto Extremo: Es aquel punto donde se intercepta un
subconjunto de restricciones.

Espacio de soluciones: Es un espacio convexo.

UNA SOLUCION OPTIMA SIEMPRE SE PRESENTA EN
UN PUNTO EXTREMO DEL ESPACIO




Método Simplex

e Algoritmo que resuelve problemas de
programacion lineal

e Cada iteracion resuelve un sistema de
ecuaciones

e Cada iteracion aplica prueba de optimalidad

Método Simplex

Busca la solucién 6ptima en los puntos extremos de la regién
factible.

Requiere que el problema esté representado en forma estandar.

Caracteristicas:

» Representacion del espacio de soluciones con la forma
estandar.

» Determinacién algebraica de los puntos extremos.

» Condiciones de optimalidad y factibilidad.

» Mecanismo para pasar de una solucion factible a otra que
asegure la optimalidad.




Determinacion Algebraica de
puntos Extremos

Solucién basica: Es la solucion de un sistema de ecuaciones mxn
donde n-m variables se hacen cero y se resuelve el problema.
m variables basicas
n-m variables no basicas

Un punto extremo es una solucion basica de un sistema de mxn
ecuaciones simultaneas.

Soluciones basicas factibles: Respetan la no negatividad.
Soluciones bésicas no factibles: No respetan la no negatividad.

Optimalidad y Factibilidad

Método simplex: Inicia en una solucion bésica factible y pasa a través de una
sucesion de soluciones basicas factibles, de tal manera que cada nueva solucién
tenga la facultad de mejorar el valor de la funcion objetivo.

Condicion de optimalidad: Cuando una solucion en un vértice es igual o mejor
que todas las soluciones factibles en los vértices adyacentes a ella.

Condicion de factibilidad: Partiendo de una solucién bésica factible,
Unicamente se encontraran durante el calculo soluciones basicas factibles.

Las variables de holgura proporcionan la primer solucion bésica factible,
haciendo 0 las variables originales (no basicas)

La funcidn objetivo se trabaja como una ecuacion igual a cero, y se incluye en
el proceso para asegurar la condicion de optimalidad.




Pasar de una Solucion Factible
a otra que Asegure Optimalidad

Convertir una variable bésica a no bésica (sacar la variable) y
convertir una no basica a basica (meter la variable).

Variable que entra: Garantiza que la funcién objetivo mejora.

Variable que sale: Es aquella que tiene una razon minima positiva
entre la solucion de la restriccion (b;) y el coeficiente de la
variable que entra ().

Solucién 6ptima es cuando en la funcidn objetivo no existan
coeficientes negativos (maximizacion) o positivos (minimizacion).

Resumen del Método Simplex

» Exprese la forma estandar el programa lineal en formato de
tabla.

» Elija una solucion factible basica inicial. Si todas las
restricciones son < las variables de holgura son la solucion
inicial. Si no todas lo son, se utiliza la "técnica de variables
artificiales".

» Genere nuevas soluciones bésicas factibles utilizando las
condiciones de optimalidad y factibilidad hasta que se obtenga
la solucion éptima. Este paso supone que la solucion ptima
existe y esta acotada.




Ejemplo

Resolver el siguiente problema de programacion lineal usando el

método simplex.
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La forma estandar del problema es:
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Ejemplo

a1 20N 37w 4
sI=6 sl=4 s1=2 §1=0
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Ejemplo: Solucion Factible Inicial

Si representamos las

restricciones en forma vectorial _23 g é ? g g
se tiene que Ax=b A=l 0 20010
2 10001

x:[cr:] re By Sz Sy 84]

Vars. Holgura = Vars. basicas
Vars. Originales = Vars. no basicas

X,=0, x,=0, $,=6, S,=3,
S;=5yS,=4

e oo L e

Ejemplo: Solucion Factible Inicial

4.
3 s2=
sd=072
11
s3=0
-2 -1 1 2 3 4
-1 1=6

11



Ejemplo: Generacion de Nuevas
Soluciones Basicas Factibles

La funcion objetivo se igualaa cero.  # — dry — 3xe =1

Se crea la siguiente tabla:

Coeficientes de
N A R RN RN N
1]1]4/3lofo]olo]o
2lol2l31]0lolo0]s
3lol-3l2]o0]1l0l0]3
alolol2]olol1]0]5
5|0/2(1/0|0|0]|1]4

Primera Iteracion
* Variable que entra: Aporta mas a la funcion objetivo (méas
negativa).
- X, €s la que entra.
eLa variable que sale (condicion de factibilidad) es aquella cuyo
cociente entre su valor (solucién) y el coeficiente de la variable

que entra es menor y positivo.

- S, es laque sale
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Primera lteracion

Entra x, y sale S,.

X, = variable basica — Coef.=1 en la Ec.5y 0 en las demas

Coeficientes de
el T 2 Tx [ %, 1S, ]S, ] S] S,
Z|1/1|-4/-3/0(0|0|0]|0O
S;/2(0|2|3|1|0|0|0|6|"
1/S,/3]0[-3/2|0|1]|0|0|3 |
S;|4(0[0[2|0|0|1|0]|5
S,/5|/0[2|1|0|0]|0]|1|4]|™
Primera Iteracion
Aplicando Gauss-Jordan:
Coeficientes de
Yol T 2 %, [ %, [ S, ]S, ] Ss ] Sa|
Z|1|1|-4|/-3/0[0|0|0]|0|=
S;|2|0[2[3|1|/0[|0|0|6|=
1/S,/3|0[-3|{2|0(1]0|0|3]|®=
S;/4(0/0|2|0|0|1]0]|5
X, | 5/0|1[%|[0|0[0]|%|2]|"
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Primera lteracion

Coeficientes de
Tl 2 %, [ %, [, ]S, ]S, ] Sa |
Z|1]1]/0|-1|{0|0|0|2|8|=
S;12(0(0|2[1]|0|0|-1|2]|:=
1(S,/3[0]0|™|0[1]|0]|%|9|"%=
S;|4/0[0/2|0[0|1]|0]|5
X,[5]0]1]|%|0]|0]|0|%|2|"
Segunda Iteracion
Entrax,y sale S;
Coeficientes de
Tlee | Tz Tx [ %[5, ]S, ] Ss ]S, |
Z|1|1]|0|-1{0|0|0|2|8|
S;{2(0|0|2|1|0|0|-1|2|™
21S,[3|0|0|™|0|1|0|%|9]|%
S;|4(0/0|2]|0|0|1]0|5|"
X, [5/0|1]|%|0][0|0|%|2|""
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Aplicando Gauss-Jordan:

Segunda lteracion

ter | var e Coeficientes de .
Basica Z Xl X2 Sl SZ 83 S4 derecho
Z l 1 0 '1 0 O 0 2 8 E1+E2
X,| 2100 |1 |%|0|0|¥ 1
2 S2 3 O 0 e 0 1 0 3/2 9 (752)&2
S;/4/0/0[2|0[|0|1]0]|5 %=
X]_ 5 O 1 ]/2 0 O O ]/2 2 (155)&2
Solucion
It v £ Coeficientes de »
Basica Z Xl X2 Sl SZ 83 84 derecho
Z|1[1]0|0|%|0|0]|3%| 9|
X,| 2100 |1 |%|0|0|¥ 1
21S,[3/0[0[0 |7 1|0 | w2
S;{4/0(0|0|-1|]0|1|1]3 F
X;2[5/011]0 VAL | 0| 3432 | e

La solucidn basica es x,=3/2, x,=1, S,=0, S,=11/2, S;=3, S,=0,
que en la gréafica esta representado por el punto C. La solucion es
la 6ptima ya que no existen coeficientes negativos en la Ec.1.

15



