Método de arbol de cubos para resolver
problemas de optimizaciéon discreta en la toma
de decisiones.
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INTRODUCCION

La optimizacién discreta es el proceso de
encontrar una o mas soluciones éptimas en un
problema discreto bien definido.

Para dar solucidn a problemas, a través de la
optimizacion discreta se incluyen temas como
logica, teoria de conjuntos, teoria de grafos,
entre otros.

INTRODUCCION

Establecer un modelo matematico apropiado es
sOlo parte de la solucion. Para completar la
solucidn, se necesita un método que resolvera
el problema general usando el modelo.

En esta investigacion se presenta un método
para solucionar problemas de optimizacion
discreta de grandes dimensiones, llamado
“Arbol de cubos”, el cual se fundamenta en la
teoria de conjuntos y en la teoria de latices.




MARCO TEORICO

®Conjuntos

Los conjuntos son usados para grupos de
objetos, frecuentemente estos objetos tienen
propiedades similares. La notacién para
representar un conjunto se representa con una
lista de todos los elementos entre Ilaves.
Ejemplo {a, b, c, d} representa el conjunto
con cuatro elementos a, b, cy d.

MARCO TEORICO

Dado un conjunto S, el conjunto potencia de S es el conjunto de
todos los subconjuntos del conjunto S. El conjunto potencia de S es
denotado por P(S).

El conjunto vacio es el subconjunto de todos los conjuntos esto es
< S.

Ejemplo el conjunto potencia
P{1,2,3,4}={{@}{1}{2}{3}{4}{1,2},{1,3}, {1,4}, {2,3}, {24},
{34}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,34}, {2,3,4},{1,2,3,4}}




MARCO TEORICO

Si un conjunto tiene n elementos,
entonces su conjunto potencia tiene 2"
elementos.

Por ejemplo para n=4 el conjunto potencia
tiene 16 elementos.

MARCO TEORICO

&Latice

Es un conjunto ordenado parcialmente, en el
cual un par de elementos tienen al menos un
limite superior y un limite inferior.

@




MARCO TEORICO

® Un elemento de un latice es maximo si este es
mayor que cualquiera de los elementos, es
decir a es el maximo elemento en el latice s
sino hay elementob € stalquea < b.

& Similarmente, un elemento de un latice es
minimo si este es el menor que cualquiera de
los elementos del latice, es decir a es el
minimo elemento si no hay elemento b ¢ s
talque b < a.

MARCO TEORICO

@&Arboles

Un grafo es una estructura discreta que consiste en
vértices y arcos que se conectan por medio de los
vértices. Un tipo de grafo es llamado arbol.

Los arboles son usados para:

&®Construir  algoritmos  eficientes que localicen
elementos de una lista.

&Construir redes con el minimo costo.

@®Construir cddigos eficientes para almacenar y
transmitir datos, etc.
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METODOS DE OPTIMIZACION

Dada la dificultad practica para resolver de forma exacta toda una
serie de importantes problemas discretos, comenzaron a aparecer
algoritmos que proporcionan soluciones factibles, como son:

NO DETERMINISTICOS
- Algoritmos genéticos

- BUsqueda Tabu

- GRASP

-Redes neuronales, etc..

DETERMINISTICOS
- Ramificacién y acotamiento
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METODO DE ARBOL DE CUBOS

Procedimiento para la construccién del arbol de cubos

Se tiene el cubo inicial de dimension m el cual se denota como ((m)
C(m) = [©, I], donde & representa el vértice minimo e I = {1, 2, ..., m} representa
el vertice maximo en el nivel superior del arbol.
Los elementos (vértices) del cubo son subconjuntos ocr.
Para el intervalo [w1,@Z], donde wlcwZcl, corresponde a un cubo Ctk).

El cubo ((m) se parte en un conjunto de cubos de dimensién menor, donde para cada

%?s Subos la interseccion es el conjunto vacio y la unién de todos los cubos es igual a
m).

Sea (1), I=m-kdonde k=0, 1, ..., m, de diferentes dimensiones.

Al nivel superior |=m
(k=0) le corresponde el
cubo Unico C(m) de
dimensién m.
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METODO DE ARBOL DE CUBOS

Procedimiento para la construccion del arbol de cubos
L

En el nivel siguiente /=m-1 (1=4-1, k=1)

se distribuyen dos cubos disjuntos: CI(m-1)y C2(m-1) de dimensién (m-1) cada
uno, estos cubos se pueden hacer de m distintas formas:
& Para el cubo C1(m-1) se considera un intervalo [{1}, I]

@Al cubo C2(m-1) le corresponde un intervalo /&, I|{1}].

Dos cubos son subconjuntos disjuntos, ya que CI(m-1)»C2(m-1) = &

1234
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METODO DE ARBOL DE CUBOS
Procedimiento para la construccion del arbol de cubos

Posteriormente se forman los niveles siguientes (m-2), en cada cubo
CI1(m-1)y C2(m-1) se hacen las mismas operaciones. Cada cubo se parte
en dos cubos de una dimensidn menor, entonces en el nivel (m-2) se
forman cuatro cubos que son una particiéon del cubo C(m).

134 34
1234 234
123 <> B Q 14 &3 <>2.4 3 Q“
12 1 3 )

Y asi sucesivamente hasta llegar al ultimo nivel (/=0), donde el niUmero
de cubos de dimensidn cero es igual a 2. Entonces es igual al nimero
de vértices del cubo inicial ¢(m).
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METODO DE ARBOL DE CUBOS

vértices

1

nivel

1234
4 123 2
12
1234
123 1.2
* * . . . + - P * PR . 0
161-2-3-4 123 124 12 134 13 14 1 234 23 24 2 34 3 4

METODO DE ARBOL DE CUBOS
Propiedades del arbol de cubos

@  Estructura jerdrquica:
El arbol tiene m+1 niveles 1 = m - k (k=0, 1, ..., m-1, m), en el nivel
superior (I=m) esta un solo vértice, en los niveles siguientes el nimero
de vértices (numero de cubos) es igual a 2« (k =0, 1, ..., m-1, m).

Donde m es la dimension del arbol, es decir el numero de elementos.

@®  Numero de vértices del arbol A(m):
El nimero de todos los vértices del arbol A(m) es igual a: 2m+1 —1,

@® Generacion de diferentes variantes de particiones del arbol A(m):

El conjunto de vértices de cada nivel del arbol A(m) es la particién del
cubo inicial C(m).

@ Dependencia del nimero de vértices del arbol conforme a su nivel:
'=m-k, donde k = 0, 1, 2, ..., mésta esta dada por: (k) = 2,
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METODO DE ARBOL DE CUBOS
Propiedades del arbol de cubos

@  Numero de vértices como una funcion de los intervalos de los niveles del
arbol: 2*1—1

& Subérboles del &rbol A(m)y sus propiedades:

Un subarbol del arbol A(m) es un arbol que nacié a través de cualquier
vértice del arbol A(rm). El numero de todos los subarboles es igual al
numero de todos los vertices del arbol, esto es igual a 2m*1-1.

@® El arbol de cubos como latice:

Se introduce en el arbol de cubos un vértice, el conljurjto vacio, }/ se
conecta por medio de lados con todos los cubos del nivel cero (/(k)=0,
=m).
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PROBLEMA DE OPTIMIZACION

Con la finalidad de explicar el comportamiento del arbol
de cubos para la solucidon de un problema combinatorio,
se utilizara el problema de la mochila 0-1 (0-1 knapsack
problem), donde el numero de subconjuntos del
conjunto {1..n} es 2".

El problema de la mochila 0-1 consiste en seleccionar
de entre un conjunto de n productos, cada uno con un
valor ¢;y un volumen v, aquellos que quepan en un
recipiente con volumen B y que tengan el mayor valor
posible.
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PROBLEMA DE OPTIMIZACION

En el caso del problema de la mochila, la variable x;
toma valor 1 cuando el elemento /se introduce en la
mochila y 0 en caso contrario, la formulacion seria:

n
max ;X%
con las restriccion

n
D vix <B
i1

x;€{0,1} V /e {1..n}
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Reglas para el rechazo de subarboles no optimos

@ Si C(l,o)z C(L,wo,l) , entonces se puede excluir la revision del
subarbol A(7).

Algoritmo de busqueda de la solucién optima

El algoritmo de busqueda de las soluciones optimas se constituye de cuatro
etapas.

Etapa 1: la presencia de una buena solucién entera permite aumentar la
eficacia del algoritmo de blsqueda de la solucién optima, ya que aumenta la
eficacia de la regla de rechazo.

Etapa 2: Esquema de seleccion de los vértices del arbol A(m)

Etapa 3: Realizacion de la regla de rechazo. Si C(I, W > ((L,»0,)) se excluye
el calculo al subarbol A(7), y se pasa a formar nuevos cubos de otro vértice.
Etapa 4: Retencion de las soluciones optimas temporales y la salida del

calculo.
20
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EJEMPLO

G ¢C ¢

Se obtienen los coeficientes y se ordenan de mayor a menor SR LB
V1 VZ Vm

m

la funcién objetivo maxzci X,
4 ith
= ¢;= coeficientes

Sujeto a: m
<B v,_volumen

Ejemplo:
¢=1(3,8, 7,6,2) B=11

vi=( 6,2, 1,12, 2) Calculo de nodo raiz

Nivel 5
1 2 3 4 5
qi=(3/6, 8/2, 7/1, 6/12, 2/2)
3 2 5 4 1
qi=(7, 4, 1, 1/2, 1/2) Se ordenan
Sv =1+242 =5 Se suman los volimenes que cumplen con la restriccion
d¢ =7+8+2=17 Se suman los valores de cada elemento
21
X1=0, x2=1,x3=1,x4=0,x5=1
EJEMPLO
Calculo de la funcién objetivo Calculo de la funcién lineal
n
C(l)=max> ¢ x, B_;Vixi
= cL)=C)+—=—(c.)

i(q+l)

Nota: la funcion objetivo = funcion entera
La funcion entera pasa a ser también la funcion objetivo, cuando esta se convierte

en la solucion optima temporal

Funcién entera = 7 + 8 + 2 = 17 Q L\lgdzolr;nz
Para calcular la funcién lineal se hace lo siguiente: f.1.=20

Funcién Lineal: 17 + (11-5/12) (6) =20

Como se esta calculando el nodo raiz la funcién entera se considera la solucion
optima temporal.
~.f.o=f.e
Funcion objetivo=17
Esta es la solucion optima temporal 22




EJEMPLO

““Calculo del hijo izquierdo. Nivel 4

q;=(3/6, 8/2, 7/1, 6/12, 2/2)

Se toma como fijo el primer elemento c1 ya que forma parte de la
solucion y los demas se vuelven a ordenar

1 5
cl =3 vi=6 f.o.=) cx+max> cx
Elementos ordenados (7, 4, 1, 1/2) i-1 i=2
Se calcula la Bnueva = B - vi= 11 - 6 = 5 Donde Bnueva es la nueva
restriccion
Se procede a buscar los elementos que cumplan con la restriccion sin
tomar en cuenta el elemento 1
Evi =1+242=5

G =7+8+2=17
Se calcula la funcion entera: Se calcula la funcion lineal
f.o. =3+ 7 + 8+2)=20 f.l. =20 + 11- (6+5)/ 12 (6)=20

Se obtiene una mejor solucion
~.f.o=f.e
Funcién objetivo=20

X1=1, x2=1,x3=1,x4=0,x5=1 Nodo raiz
/Q f0.=17
Si f. f.l .=
HOnR< Hl Hijo izquierdo @ fl.=20

Si f.ey; > f.0.yz entonces f.0.=20
f.e=f.0 f.l.=20 23

EJEMPLO

Calculo del hijo derecho . Nivel 4

Aqui se descarta el primer elemento y se toman los valores
(7,4,1,1/2)

B=11 Nodo raiz
i Si f.og< fuly fo.=17 Si f.04< filyp
vailEitll‘liclgrfSZ ic Si ]fc..zgf?of.o.entonces fl.=20  Sif.Op>foyy
Hijo @ Hijo
26 =7+8+2 izquierdo derecho
fe.=7+8+2=17 f.0.=20 f.e.=17
fl. = 17+ 11-5/12 (6) = 20 £1.=20 f.1.=20

X1=0, x2=1,x3=1,x4=0,x5=1

Se compara con la solucion dptima temporal y se evalua la regla de rechazo.
No cumple, por lo que se corta esta rama.

24




Nodo raiz__
Si f.og< filiy fo.=17 Sifoy<fly
Si .0y > F.0g f1.=20 5.0, > f.o.y
Hijo izquierdo Hijo derecha
EJEMPLO f.0.=20 fe.=17
N f.l.=20 / f.=20
Calculo del hijo izquierdo. Nivel 3 ?2°=i§gmerd°
qi=(3/6, 8/2, 7/1, 6/12, 2/2) £1.=20

Se toman como fijos los elementos 1y 2 ya que forman parte de la
solucion y los demas se vuelven a ordenar

cl1=3, v1=6, 2=8, v2=2

Elementos ordenados (7, 1, 1/2)

Se calcula la Bnueva = B — (vi+v2)= 11 -8 = 3 Donde Bnueva es la nueva
restriccion

Se procede a buscar los elementos que cumplan con la restncaon sin
tomar en cuenta el elemento 1y 2. fo Z cixi + max z cixi

v, =1+2=3 -1 i=3
S =7+2=9

Se calcula la funcion entera: Se calcula la funcion lineal

f.e. = (3 +8)+7+2=20 fl. = 20 + 11- (8+3)/ 12 (6)=20

Se compara con la solucion optima temporal.
No cumple, por lo que se corta esta rama

X1=1, x2=1,x3=1,x4=0,x5=1 25

EJEMPLO

Calculo del hijo derecho. Nivel 3
a;=(3/6, 8/2, 7/1, 6/12, 2/2)

Se toman como fijo el elemento 1 ya que forma parte de la solucion y se quita
el elemento 2, los demas se vuelven a ordenar.

cl=3, v1=6
Elementos ordenados (7, 1, 1/2)

Se calcula la Bnueva = B — (vl1)= 11 — 6 = 5 Donde Bnueva es la nueva
restriccion

Se procede a buscar los elementos que cumplan con la restriccion sin tomar en
cuenta el elemento 1 ni el 2.

2% =1+2=3 X1=1, x2=0,x3=1,x4=0,x5=1
S =7+2=9
Se calcula la funcion entera: Se calcula la funcion lineal
f.e. =3+49=12 fl. =12 + 11- (6+3)/ 12 (6)=13

Se compara con la solucion optima temporal.
No cumple, por lo gque se corta esta rama

Por lo tanto la solucion éptima se encuentra en el nivel 4 %
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EJEMPLO

7

Si .0 ng< fulr

Si f.Oy > f.og
Hijo izquierdo Hijo derecho

f.0.=20 f.e.=17
f..=20 / f..=20

Nodo raiz )
fo.=17 Si f.o i< flip

f.l.=20 Si f.eyp > f.0uy

A

Hijo izquierdo Hijo derecho
f.e.=20 f.e.=12
f.l.=20 f.l.=13
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ARBOL DE CUBOS

Vértices | Estos son los elementos

1 que forman la solucion
L optima.
\

Esta es la vecindad
[~donde se encuentra
la solucion dptima. [

12345 1238 1248 128 1248 125 1.4 15 za[u T T z] 348 35
1234 123 124 12 134 13 14 h 234 23 4 2 34 3

T
32 12345 1234 1235 1231245 124 125 12

28
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OBSERVACIONES

e Los pasos que se siguen para evaluar si una solucién puede ser factible
son los siguientes:

v' Evaluar la regla de rechazo. En caso que no se cumpla la regla de rechazo
se procede a aceptar la ramificacion.

v Después se compara la funcién objetivo (f.0.) con la funcién entera (f.e.), si
sigue siendo la f.o. mejor que la f.e. entonces se corta la ramificacion.

e Si al evaluar el hijo izquierdo y el hijo derecho se obtiene que las dos
Fueden ser soluciones factibles se escoge la rama que tenga la funcién
neal mas alta, en realidad esta no es una regla propia del método,
pero se toma como un criterio de seleccion entre las ramas.
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