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Resumen. En este trabajo se presenta el desarrollo de un modelo eléctrico del
catodo (ECM) de una descarga HPS basado en las ecuaciones fisicas que
describen su comportamiento eléctrico. El modelo propuesto evalua la caida de
voltaje instantanea en la cubierta del catodo (caida de voltaje predominante en
una lampara HPS) y la distribucidon de temperatura dentro del mismo usando
como parametros de entrada la geometria del catodo y la corriente de la
descarga. EI ECM se basa en la ecuacion del transporte de calor del electrodo;
dicha ecuacion fue resuelta empleando el método de elementos finitos. Los
resultados obtenidos fueron comparados con los reportados en la literatura,
encontrandose una buena correspondencia. Por lo anterior, se concluye que el
ECM es una herramienta que ayuda a entender la interaccion entre la descarga y
el catodo.

1. Introducciéon

Los electrodos de una lampara de descarga gaseosa constituyen la interfaz entre la
columna positiva y el circuito electrénico. Una fraccion importante de la potencia
eléctrica suministrada a la ldmpara se disipa en los electrodos resultando en una
pérdida de potencia para efectos de iluminacion. Por lo tanto, resulta esencial
comprender la interaccion entre los electrodos y la columna positiva para tratar de
reducir las pérdidas de energia y mejorar el desempefio de la lampara.

El estudio experimental de la interaccion entre el catodo y la columna positiva
de una descarga resulta dificil de realizar usando lamparas comerciales porque éstas
no cuentan con terminales que permitan medir la caida de potencial en los electrodos,
asi que es necesario una disposicion experimental sofisticada para realizar las
mediciones. Ademas, en algunos casos las dimensiones de las descargas son tan
pequefias, que resulta dificil realizar las mediciones. Consecuentemente, un modelo
numeérico de la interaccion plasma-catodo representa una buena opcién para llevar a
cabo dicho estudio. En este trabajo se propone un modelo eléctrico del cdtodo ECM
de una descarga, el cual es capaz de predecir la caida de voltaje a través de la cubierta
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del céatodo bajo diferentes frecuencias y formas de onda de la corriente de
alimentacién. ElI ECM se basa en la ecuacion del transporte de calor en el electrodo y
la ecuacion de las pérdidas eléctricas en el frente del electrodo propuesta por J.J. de
Groot & Van Vlient [Groot, 1986]. Esta ecuacion relaciona el gradiente de
temperatura en el frente del electrodo (superficie activa) con la caida de potencial en
el mismo.

El ECM fue desarrollado en Matlab aplicando el método de solucion de
elementos finitos. EI modelo propuesto esta basado en ecuaciones fisicas que
describen el comportamiento eléctrico del catodo y por lo tanto es valido bajo
diversas condiciones de operacion. EIl usuario del ECM solo necesita introducir la
amplitud, frecuencia y forma de onda de la corriente de la columna positiva, y para
una geometria del catodo dada, el modelo predecira la caida de voltaje instantanea en
el catodo. Ademas, usando el ECM es posible calcular la distribucién de temperatura
dentro del catodo. Esto resulta de gran interés porque la vida Gtil de una lampara HPS
esta fuertemente relacionada con la distribucidon de temperatura en los electrodos
[Tielemans, 1983].

2. Geometria del Catodo

El catodo de una descarga HPS alcanza una alta temperatura durante su
funcionamiento, por lo que éste debe ser elaborado de un material refractario, con un
punto de fusion alto. La geometria del catodo de una descarga HPS se muestra en la
figura 1.

Barra de tungsteno Bobinas Material emisor

Fig. 1. Seccion transversal del catodo de una lampara de descarga HPS [Fabela, 2007].

El catodo de una descarga HPS estd compuesto por una barra de tungsteno,
envuelta con una o dos bobinas del mismo material; lo anterior con el objetivo de
incrementar la superficie radiativa. Entre las bobinas se deposita una mezcla
activadora de bario que permite una mayor emision de electrones.
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3. Modelo Tedrico

De acuerdo con J.J Groot & van Vlient [Groot, 1986], las pérdidas eléctricas ( P )
en el frente del catodo (Y = 0) de una descarga HPS estan definidas por la ecuacion:

1%kl 9T
Pk_4n(de) K[dy]y_o (1)

donde: d. simboliza el didmetro en el frente del electrodo, K es la

conductividad térmica del tungsteno, y = Z(de_j/z) representa la coordenada axial

reducida con Z igual a la coordenada axial y T es la temperatura del electrodo.
Como se puede observar en la ecuacion (1), la caida de potencial en el catodo esta
relacionada con el gradiente de temperatura en su superficie activa. Po lo que para
calcular las pérdidas eléctricas en el electrodo de una descarga, es necesario obtener la
distribucién de temperatura a través del mismo usando una determinada corriente
eléctrica y condiciones de frontera. Una vez que se conoce la distribucién de
temperatura es posible especificar el gradiente de temperatura en la superficie activa
del electrodo.

3.1 Calculo de la Temperatura en la Superficie Activa del Catodo

La emision termo-ionica de electrones, en el caso del catodo de una descarga HPS,
se ve favorecida con el campo eléctrico aplicado y por la presencia de la capa
activadora, que reduce la funcién de trabajo en la superficie del electrodo.

En este estudio se asume que la densidad de corriente en la superficie activa del

catodo ( J) esta definida por: j= i + je donde ji representa la densidad de

corriente ionica y J. es la densidad de corriente de electrones compuesta por: la
« g . = Sec . P4
emision secundaria ( Je ) relacionada con el proceso y-Townsed y por la emision
- . _ . th . .
termo-idnica corregida por el campo eléctrico ( Je ) (descrita en la ecuacion de

Richardson-Dushman ecuacion (4)). Por lo tanto: je = jeth + jesec. De acuerdo con
[Sherman, 1977], la emisidn de electrones secundarios debida al bombardeo de iones
de sodio sobre el catodo de tungsteno es igual al 1% de los iones que alcanzan el
catodo. Usando el coeficiente B-Waymouth, el cual establece una relacion entre la
densidad de corriente io6nica ji y electronica je en la cubierta del catodo de una

descarga HPS [Waymouth, 1982] tenemos:
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T s @
Je jéh+jgec

i =7 jj ©)

. e o(Ey)

jeth ~AT? exp( k Tk j 4)

donde: A= (4 Teme kz)/h3 =1.2x10° Am?2 K2, simboliza la constante
de Richardson-Dushman [Flesch, 2006], € y M. representan la carga y la masa del
electron respectivamente, h es la constante de Planck, k es la constante de
Boltzmann, Ey corresponde al campo eléctrico aplicado en la superficie del catodo y
se relaciona con la caida de potencial (V) mediante la ecuacion de MacKeown

[Mackeown, 1929]: E? ~ (4 ji/€0 ) /mi Vi /2e donde m; representa la masa

i6nica del sodio, &g es igual a la constante dieléctrica del vacio, y:

o ] B eEk 5
o(Ex) =00 —Ap(Er);  Ap(Ey)= e ®)

Aqui, @o es la funcién de trabajo para el tungsteno y A¢ simboliza la

correccion Schottky para la funcion de trabajo del tungsteno.

Para calcular la temperatura en la superficie activa del catodo de una descarga
HPS, se asume que el acoplamiento entre el arco y el catodo es de modo difuso
[Lichtenberg, 2002]. Cuando el catodo opera en modo difuso, el plasma cubre la
superficie activa del electrodo y sus lados. En el presente estudio se supone que
Unicamente la superficie activa del catodo participa en la emision termo-ionica. Las
otras zonas del electrodo son consideradas inactivas desde el punto de vista de
emision electrénica [Lichtenberg, 2002].

Tomando en cuenta los argumentos anteriores y substituyendo las ecuaciones (2)
y (3), en la ecuacién (4), es posible derivar la siguiente ecuacion que relaciona la
densidad total de corriente con la temperatura en la superficie activa del céatodo

(Tact ):

. 1+ﬂ 2 ego(Ek)
(i )
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Resolviendo la ecuacion anterior se puede deducir la temperatura en la
superficie activa del catodo que produce una densidad de corriente igual a la corriente
de la descarga. De acuerdo con Waymout [Waymouth, 1982], el valor del coeficiente

[ es considerado como el 20% de la densidad de corriente de electrones.

3.2 Ecuacion del Transporte de Calor del Electrodo

La distribucion de temperatura dentro del catodo y en su superficie activa puede
obtenerse resolviendo la ecuacion del transporte de calor del electrodo (ecuacion (7)),
usando las condiciones de frontera dadas (ver seccién 3.3). La ecuacion (7) describe
la variacion de la cantidad de calor por unidad de volumen en el electrodo [Cristea,
2003]:

pcpi[=S+V{KVT} ©)

donde: p representa la densidad, C, la capacidad calorifica especifica, T esla

temperatura del electrodo, t denota la dependencia del tiempo de la ecuacion y K
simboliza la conductividad térmica del tungsteno. EIl término S de la ecuacion (7)
representa la potencia disipada en el electrodo por unidad de volumen debida al efecto
Joule y es dada por la ecuacion [Cristea, 2003]:

Szpej2 (8)

Aqui J representa la densidad de corriente de la descarga y p. la

conductividad eléctrica del electrodo. El calor producido en el cuerpo del electrodo
debido a la circulacion de la corriente de la descarga a través del mismo, eleva su

temperatura y por consiguiente el valor de la conductividad eléctrica p. cambia; este
cambio estd determinado por la relacion [Cristea, 2003]:

pe(T) = po{l+afl —Tau] } )

Las constantes po y « dependen del material del cual est4 constituido el

catodo. Para el caso del tungsteno sus valores se muestran en la Tabla 1. Ademas, la
condicion suplementaria siguiente (para la corriente total de la descarga) debe ser
verificada:

ZnJ'jrdrzl (10)
0
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donde: 1y =de/2 es el radio del catodo, r es la coordenada radial e |
representa la corriente en la descarga.

Tabla 1. Coeficientes del tungsteno [Cristea, 2003]

Simbolo Valor Unidades
D 19300 [kg m?]
1,1
Cp 133 kg™ K]
1,1
K 776/(T0.256) W m= K]
Q-lm-l
Po 5.28X10° [m
o K*
6.76X107 (K]

3.3 Condiciones de Frontera

El frente (superficie activa) y el extremo posterior del catodo fueron caracterizados
con una condicién de frontera de Dirichlet. La temperatura en el extremo posterior
del catodo de una descarga HPS similar a la modelada en este estudio fue medida
experimentalmente por Cristea Teng = 600K [Cristea, 2003]; en el presente estudio,
ante la imposibilidad de realizar esta medicién, se uso el valor reportado. La
temperatura en la superficie activa del catodo T, se obtiene al resolver la ecuacion
(6) para una determinada densidad de corriente de la descarga. Las condiciones de
frontera en los bordes del catodo se definieron como condiciones de Neumann; el
significado fisico de estas condiciones es el intercambio continuo del flujo energético
(radiacion, conduccidn, conveccion) entre el catodo y el medio adyacente. La
ecuacioén que define la condicion de frontera es [Cristea, 2003]:

K(T“)[ZU =0 [0 (T ~Tam) + £(T) 0Ty - (11)

donde: Ty, representa la temperatura del catodo en el borde, Tamp es la
temperatura ambiental, { es el coeficiente de conveccion, & simboliza la
emisividad del tungsteno y O es la constante de Stefan Boltzmann. EIl término

(6T/6n)b representa la derivada de la temperatura en direccién normal N a la
superficie activa del catodo.
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4. Resultados y Discusién

El procedimiento empleado para calcular las caracteristicas eléctricas del catodo se
resume en el diagrama de flujo mostrado en la figura 2. En este diagrama los
parametros de entrada y salida son representados mediante rectangulos redondeados
para diferenciarlos de los rectangulos que identifican a los pasos de proceso.

Como se puede ver, para obtener la temperatura en la superficie activa del
electrodo es necesario conocer la caida de voltaje inicial en el catodo y la corriente de
la descarga. Con la temperatura obtenida es posible calcular la distribucion de
temperatura a través del electrodo, y continuando con los pasos subsecuentes se puede
obtener una nueva caida en el catodo que cumpla con las condiciones impuestas. El
proceso se repite hasta que el programa converge.

La ecuacion (7) fue resuelta en Matlab usando el método de elementos finitos.

Las dimensiones del catodo empleado fueron (ver figura 1): de=1 mm, r,=1.5 mm,

I;=1.0 mm, d;=1.5 mm, d,=3 mm, d3=5 mm. Los resultados obtenidos se

Corriente de la descarga
Jestataca =0

presentan a continuacion.

j= [ 1+p jATi, exp[iw(E‘ )j
1- KT

3= Jeaeal <03

activa del catodo

‘ ;)C,%:S+V{KVT\ ‘
a

!

Distribucion de temperatura
en el catodo

]
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1

Gradiente de temperatura
en la superfice activa del catodo

!

)
p=lrdi K[ﬂ]
4 dy y=0

Caida de potencial
en el catodo

[ Temperatura en la superficie }

L (188 g o [ 0(E)
Jaatcutaga = [WJA‘EG EX{TK‘)

Fig. 2. Solucion estructurada para calcular la caida de voltaje en la cubierta del catodo de una
descarga HPS [Fabela, 2007].
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4.1 Calculo de la Temperatura en la Superficie Activa del Catodo

La temperatura en la superficie activa del catodo se obtiene mediante la ecuacién
(6). La solucién fue conseguida por medio de un proceso iterativo que cambia la
temperatura en la superficie activa del catodo y calcula la corriente necesaria para
alcanzar dicha temperatura, el proceso finaliza cuando se converge con la corriente
impuesta por la descarga. En otras palabras, la solucion de la ecuacion (6) es una
temperatura que produce una densidad de corriente eléctrica igual a la de la descarga.
Los resultados del proceso anterior, para una densidad de corriente de la descarga de
1.2732x106 A/m* en una lampara HPS (400 W), se muestran en la figura 3. La
temperatura obtenida en la superficie activa alcanza los 1650 K.

A

7=12733x10°Am*

JIAmE] o

/ T =1650K

£ o = £l

Temperatura [K]

Fig. 3. Solucion grafica para la temperatura de la superficie activa del catodo usando una
densidad de corriente de la descarga de j =1.2732x10°Am™.

4.2 Calculo de la Distribucion de Temperatura en el Electrodo

En la figura 4 se presenta la distribucion de temperatura a través del catodo de una
descarga HPS, obtenida para una temperatura en la superficie activa de

Tat =1650 K la cual corresponde a una corriente en la descarga de 4 A. Como se
puede observar, la distribucién de temperatura presenta simetria axial. Considerando
que en modo difuso la tasa de agotamiento de la capa emisiva del catodo es la misma
en todos los puntos, entonces se puede suponer que en este modo de operacion el
catodo funcionard apropiadamente hasta la conclusion de la capa emisiva. La
distribucién de temperatura dentro del catodo de una descarga resulta de gran interés
debido a que la vida atil de las lamparas HPS esta intimamente relacionada con dicha
distribucién [Flesch, 2006].
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Fig. 4. Distribucion de temperatura (escala de grises) y flujo de calor (flechas) en

el catodo de un descarga HPS.

4.3 Calculo del Gradiente en la Superficie Activa del Catodo

Una vez que se cuenta con la distribucion de temperatura en el interior del catodo,
es posible calcular el gradiente de temperatura en el frente del electrodo (superficie
activa). En la figura 5 se muestra el perfil de temperatura en el centro del catodo de
una descarga HPS. En el frente del electrodo la temperatura es de 1650 K; sin
embargo, la temperatura decrece rdpidamente cuando se aproximan a la parte
posterior del electrodo alcanzando un valor de 600 K. EIl decremento de temperatura
es debido a las pérdidas por conduccion y radiacion del catodo definidas en las
ecuaciones (7) y (11).

Asimismo, en la figura 5 se muestra el gradiente de temperatura en la superficie
activa del electrodo. EI perfil de temperatura fue comparado con las referencias
[Cristea, 2003], se encontrd una buena correspondencia en cuanto a la pendiente del
perfil en los primeros 5 mm; sin embargo, existe una notable diferencia en la parte
posterior del electrodo. Lo anterior se explica debido al hecho de que para el calculo
del perfil de temperatura, los autores de las referencias anteriormente citadas,
consideran que el electrodo es una barra de longitud infinita, y el célculo lo realizan
de manera unidimensional.

T
= - dl/ = 532x10° km
B Yy

Y[m]

Fig. 5. Gradiente de temperatura en la parte frontal del catodo usando una corriente senoidal de
4 A de 60 Hz.
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Usando el gradiente de temperatura de la superficie activa del catodo, obtenido
en la seccion previa, se pueden calcular las pérdidas eléctricas y consecuentemente se
logra determinar la caida de potencial en el catodo. En la figura 6 se resume el
procedimiento adoptado en este estudio para determinar la influencia de la frecuencia
y forma de onda de la corriente de la descarga en la operacién del catodo

J\i ECM

(D ﬂf Caida de voltaje ar

AN en el catodo _/

Fig. 6. Diagrama del modelo eléctrico del catodo (ECM) propuesto.

Como se puede observar, para realizar el estudio descrito, se aplica una fuente de
corriente | con frecuencia (f) y forma de onda (wf) al modelo propuesto ECM.

En la Tabla 2 se reportan algunos resultados tipicos obtenidos para catodos de
tungsteno en descargas HPS, lo anterior con el propésito de validar el modelo
desarrollado. De la Tabla 2 es importante notar un ligero incremento en la caida de
voltaje al aumentar la frecuencia. Las diferencias que aparecen con las referencias
consultadas son debidas probablemente a las simplificaciones consideradas en el
modelo propuesto.

Tabla 2. Caida de voltaje tipica obtenida para catodos de tungsteno en descargas HPS.

. . Forma de . . . . Caidg de
Material Gas Corriente onda de la Frecuencia | Caida de voltaje en el catodo | voltaje en el
del catodo [A] . [Hz] [V] (pico) catodo[V]

corriente (pico)
Tungsteno | sodio 4.45 sinusoidal 60 17 Groot, 1986] 164 ECM
Tungsteno | sodio 4 sinusoidal 60 20 Waymouth, 1982] | 19.5 ECM
Tungsteno | sodio 4.45 sinusoidal 40000 24.6 Groot, 1986] 22 ECM
Tungsteno | sodio 4 sinusoidal 40000 25.3 [Waymouth, 1982] | 24 ECM

5 Conclusiones

En el presente trabajo se disefid un modelo eléctrico del catodo de una descarga
HPS dispuesto para el disefio de balastras electrénicas. EI modelo se basa en la
ecuacién de la transferencia de calor y la ecuacién de las pérdidas eléctricas del
electrodo. Fué implementado en Matlab mediante el uso del método de elementos
finitos. Debido a que el modelo propuesto esta basado en ecuaciones fisicas que
describen el comportamiento eléctrico del catodo, los resultados obtenidos con este
modelo son validos sobre distintas condiciones de operacion. ElI ECM es capaz de
predecir la caida de voltaje en la cubierta del electrodo, bajo diferentes frecuencias y
formas de onda de la corriente de alimentacién. Usando el ECM es posible
determinar la distribucion de temperatura en el interior del catodo, lo cual es de gran
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interés debido a que la vida Util de una ldmpara HPS esta fuertemente relacionada con
ésta. Los resultados obtenidos usando el modelo fueron comparados con los
reportados en la literatura y se encontr6 que el modelo predice de una manera
satisfactoria los parametros eléctricos en el catodo de una descarga HPS. Por lo
anterior se puede concluir que el ECM es una herramienta que ayuda a entender la
interaccion entre la descarga y el catodo con el objetivo de mejorar el disefio de
balastras electrénicas.
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