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Resumen. En el presente articulo mostramos la forma de cémo obtener un es-
pacio de biisqueda en un arbol binario para solucionar un problema de optimi-
zacién discreta. Para ejemplificar el comportamiento de cémo se va reduciendo
el espacio de busqueda para obtener la solucién Sptima global utilizamos el
planteamiento del problema de la mochila 0-1. La generacién del espacio de
bisqueda en el arbol binario esta dado por los subconjuntos de un conjunto po-
tencia de los indices de la funcién objetivo. Dicho espacio de bisqueda se va
reduciendo por medio de una prueba de optimalidad hasta llegar a encontrar la
mejor solucién. Por los resultados obtenidos se puede comprobar que se logrd
reducir el espacio de busqueda eficientemente, propiciando con esto las bases
para el desarrollo de un algoritmo que sea capaz de solucionar cualquier pro-
blema de bisqueda de tipo discreto.

1. Introduccion

Para solucionar los problemas de optimizacién discreta un factor muy importante es el
acotamiento del espacio de bisqueda, donde sea factible determinar la solucién 6pti-
ma. Entre més rapido se determine o se reduzca el espacio de busqueda el algoritmo
sera mas eficiente.

La determinacién del espacio de bisqueda donde se busca la solucién 6ptima de-
pende directamente del algoritmo que se utilice para definir ésta [1]. En este trabajo
presentamos la forma de acotar el espacio de biisqueda a través de la definicién de re-
glas de acotamiento para solucionar un problema de optimizacién discreta.

2. Descripcion de la generacion del espacio de bisqueda

Los indices de los elementos que forman la funcién objetivo los podemos agrupar en
el conjunto I = {1, 2, ..., m} donde m es el nimero de elementos de la funcién objeti-
vo. El espacio de bisqueda de este conjunto estard dado por todos los posibles sub-
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conjuntos que pueden ser parte de la solucidn, esto es el conjunto potencia del conjun-
to I denotado por P(I). A este conjunto potencia lo podemos representar como un
cubo C(m) de dimensién m, el cual esta definido por C(m)=[<J I], donde Drepresen-
tael vértice minimo e [ representa el vértice maximo.

Para ejemplificar lo anterior consideremos el conjunto I = {1,2,3,4} donde el con-
junto potencia esta dado por:

P()={{<}, {1}, {2}, {3}, {4}, (1.2}, {13}, {14}, {2,3}, {24}, {3.4}, {1.2,3},
{1,2,4}, {1,34}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}

y lo representamos por medio del cubo de la figura 1.

1,2,3,4

@

Fig. 1. Cubo C(m) de dimensién 4

Para reducir el espacio de busqueda el cubo C(m) se parte en dos cubos de dimen-
siéon menor, donde la interseccidn es el conjunto vacio y la unién de todos los cubos
es igual a C(m) (fig. 2). Los dos cubos disjuntos: C;(m-1)y Cy(m-1) de dimension (m-
1) cada uno se pueden hacer de m distintas formas:

= Para el cubo C)(m-1) se considera un intervalo [{1}, I]. (fig. 2), cuyos ele-
mentos son: {{1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}}

= Al cubo Cy(m-1) le corresponde un intervalo [&] N1}]. (fig. 2), cuyos ele-
mentos son: {{J}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {2,4}, {3.4}, {2,3,4}}
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Como se observa todos los subconjuntos del conjunto C;(m-1) tienen al elemento
1. Mientras que en el conjunto Cy(m-I) ningin subconjunto tiene a ese elemento 1.
Por tanto C;(m-1)NCy(m-1) = &

1,234
1,34
1,2 1 o
0 P

Fig. 2. C;(m-1) es el de la izquierda y el cubo Cy(m-1) es el de la derecha

Posteriormente se forman los niveles siguientes (m-2), en cada cubo C,(m-1) y C,
(m-1) se hacen las mismas operaciones. Cada cubo se parte en dos cubos de una di-
mensién menor, entonces en el nivel (m-2) se forman cuatro cubos que son una parti-
cioén del cubo C(m). (fig. 3)

1234 134
123 Q 12.4 13 Q 14
12 :
234 34
& O 24 3 Q 1
2 o

Fig. 3. Representacion del nivel (m-2) de los cubos Cj(m-1)y Cy(m-1)

Asi sucesivamente hasta llegar al dltimo nivel, donde el nimero de cubos de di-
mensién cero es igual a 2". Entonces es igual al niimero de vértices del cubo inicial
C(m). (fig. 4)
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Hijo izquierdo L2 Hijo derecho
vértices nivel
1 4

1
234 34
1234 134
4 2
123 24 13 u 24 3 4
12 ; 3 p
1234 124 134 14 234 24 34 4
123 = 13 1 23 5 3
16 * * - - . - . = @ - - . * * * 0
1234 123924 12 134 13 g4 1 23423 24 2 34 3 4 ¢

Fig. 4.Representacion de los espacios de bisqueda de dimensién 4

3. Utilizacion del espacio de basqueda para resolver problemas de
optimizacion discreta

Con el objetivo de explicar la utilizacién del espacio de buisqueda, se hace uso del
planteamiento del problema de la mochila 0-1 (Knapsack Problem = KP). Dado un
conjunto de n elementos y una mochila con una utilidad del elemento p;, un volumen
del elemento w;, y una capacidad de la mochila c. Seleccionar un subconjunto de ele-
mentos tal que:
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n @
maxz= >y pX

i=1

Sujeto a:

n

> wx <c

i=1 o 2
Donde x; € {0,1},i € {1, ...,n}

Para mostrar como se utiliza la reduccién del espacio de bisqueda resolvemos este
problema para un conjunto de 5 elementos con sus respectivas utilidades p;, (3, 8, 7, 6
y 2), y volimenes w;, (6, 2, 1, 12, 2) y una mochila con una capacidad de c=11.

Se determina la solucién entera de (4) como una solucion inicial con la finalidad de
encontrar la mejor solucién 6ptima, ya que al comparar la funcién objetivo con la so-
lucién entera, si ésta tltima resulta ser mayor que la funcién objetivo esta pasa a ser la
solucién 6ptima. Por otra parte se calcula la funcién lineal con (5), la cual se utiliza
para acotar el arbol en caso de que no se encuentre una solucién lineal mayor que la
funcién objetivo, de no ser asi atin es posible encontrar una mejor solucién 6ptima y
se continia ramificando el drbol. Ambas soluciones se determinan por medio de un
método algebraico que consiste en obtener los coeficientes y ordenarlos de mayor a
menor [2], con lo cual la expresion queda como en la relacién (3).

PP Pn ®

w,ow, W

m

Calculo del nodo raiz, nivel 5

32541 Indices de la posicién original
q 7826 3
Tnir R R B Ry Se ordenan (3
'T1'2'2'12'6 )
z p=7+8+2=17 Se suman las utilidades
1
ZW_ =1+2+2=5 Se suman los volimenes de cada ele-
! mento que cumplen con (2)
x1=0, x,=1,x3=1,x,=0,x5=1 Son los elementos que entran como una

solucién temporal

La solucién entera esta dada por:

g 4
C(I)=max>_ p;
-1
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La solucién lineal por:

co Zq: " )

C(L) = C(|)+¢U(pi(q+1))

i(g+1)

Donde: (g+1) indica la posicién del siguiente elemento que no entré como parte de
la solucién temporal.

Como el primer calculo es en la raiz, la funcién entera se considera la solucién 6p-
tima temporal. Por lo tanto la funcién entera pasa a ser la funcién objetivo [4]

CH@A):7+8+2=17

11-
12

CL) (5): 17 + > (6) =20

Se continda ramificando el siguiente nivel del arbol binario.

Calculo del hijo izquierdo Cy(m-1), nivel 4. Se considera al primer elemento fijo,
formando parte de la solucién.
Elemento fijo 1: p; =3 w,;=6

N

2 6
'2'12

Elementos ordenados: (; =

N
N | o

Se procede a calcular una nueva restriccion (C e ), asi como la funcién entera de
la siguiente manera:

Cosva =C—W;=11-6=5 (6)

nueva

Se procede a buscar los elementos que cumplan con la restriccién sin tomar en
cuenta el elemento 1

Z p=7+8+2=17 Se suman las utilidades
1

zWi =1+2+2=5 Se suman los volimenes de cada ele-
mento que cumplen con (2)

Se determina la solucion entera:

1 5 (7
C(1) =D piX; +max D p;X; =3 +7 +8+2)=20
i=1

i=2
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C(L) (5): 20+ 11_$+5) (6) =20

Como en estos casos ya se tiene un nuevo resultado con que compararse con el an-

terior (nodo raiz) se procede a realizar la prueba de optimalidad, que consiste en vali-
dar las siguientes condiciones [4]:

Si F.O.Nodoraiz < F.L.Hijolzquierdo €NLONCES (condicion 1)
Si F.E.pijorzquierdo > F.O .Nodorar, €NtONCES (condicién 2)
F.E.=F.O.
Donde:

F.O. = Funcién Objetivo
F.L. = Funcién Lineal
F.E. = Funcién Entera

Como se observa en los resultados se obtiene una mejor solucién, la funcién obje-

tivo serd igual a 20, y los elementos que forman parte de la solucién x;=1,
xo=1,x3=1,x,=0,x5=1.

Cadlculo del hijo derecho Cy(m-1), nivel 4. Se descarta el primer elemento y se to-
man los elementos restantes y procede a ordenar los elementos:

78 2

Se ordenan los elementos (; = —,—, —,—

12212

c=11
Se encuentran los elementos que cumplan con la restriccion (2)

dp =T+8+2 =17
Zwi =1+2+2=5
CH)(7):7+8+2=17

11-

CL) (5): 17 +
@L) 5) 12

®(6) =20

Los elementos de la funcién son: x;=0, x,=1,x;=1,x,=0,x5=1

Se compara con la solucién 6ptima temporal y se evalda la prueba de optimalidad:

Sl F~O~Hionzquierdo< F-L-HijoDerecho (condicién 3)
Sl F-E~HijoDerech0 > F'O~Hijolzquierdo (COHdlClOH 4)
FE.=F.O.

No cumple con la condicién por lo que se corta esta rama.
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Se sigue ramificando a partir del hijo izquierdo con el objetivo de encontrar una so-

lucién 6ptima global.

Cdlculo del hijo izquierdo, nivel 3. Se toman como fijos los elementos 1 y 2, éstos
forman parte de la solucién, p; =3, w; =6, p,=8 wy;=2

26
2'12

Los elementos restantes se ordenan: q;

_!
1l

Se calcula Crueva: Crpeya = C— (W, +W,) = 11— (6+2) =3,

Se procede a buscar los elementos que cumplan con la restriccién sin tomar en

cuenta el elemento 1y 2.
> P =7+2=9

D w=1+2=3

C(D) = (3 +8) +7 +2=20

C@L)=20+ w(& =20

Los elementos que forman parte de la solucién x;=1, x,=1,x3=1,x,=0,x5=1
Se compara con la solucidn éptima temporal, de acuerdo a la prueba de optimalidad.

No cumple, por lo que se corta esta rama

Cadlculo del hijo derecho, nivel 3. Se toma como fijo el elemento 1 ya que forma
parte de la solucién y se quita el elemento 2, los demds se vuelven a ordenar.

7 2

' 1'2'12

Se procede a buscar los elementos que cumplan con la restriccién sin tomar en

cuenta el elemento 1 ni el 2.
D P, =7+2=9

DW= 142=3

CDH=3B+9) =12
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C(L)=12+ 11_$+3) (6) =13

Los elementos que son parte de la solucion: x;=1, x,=0, x3=1, x4=0, x5=1

Se compara con la solucién 6ptima temporal. En vista de que ya no es posible en-
contrar una mejor solucién optima global, el proceso concluye hasta aqui, por lo que
la solucién 6ptima global se encuentra en el nivel 4.

Para una mejor comprensiéon del ejemplo se muestra una representacion gréfica
(Fig. 5) y una tabla (tabla 1) de cémo se llegé al 6ptimo global.

Nodo raiz
F.O.=17
FL. =20
Hijo izquierdo Hijo derecho
F.0.=20 FE.=17
F.L.=20 F.L.=20
Solucién éptima global Espacio acotado
Hijo izquierdo Hijo derecho
F.E. =20 FE. =12
F.L.=20 FL.=13

Fig. 5. Resultado de la funcién entera, lineal y objetivo, para cada nodo del arbol

La siguiente figura muestra todos los nodos del arbol binario de dimensién 5 para
efectos del ejemplo anterior y se indican los elementos que maximizan la funcién ob-
jetivo (Fig.6).
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Estos son los elementos que

forman la solucién éptima. Este es el espacio

de busqueda redu-
cido donde se en-
“cuentra la solucién
optima.

N N
IRLT TR

1.2 1 2
12345 1245 1345 145
ne 7 =
123 12 12 1 & ? K ¢
12345 1238 1245 125 1345 138 145 14 1346 138 145 15 348 38 4 §
1234 123 124 1 134 1 14 [ It P ) i ) h f
.......... - L] L] . . - - s @ . » - - - -
15 12345232135 23 296 24 g5 7 34s 34 35 g 46 45 4

12345 1234 1235 123 1245 124 125 1I 1345134 135 13 14814

Fig. 6. Representacion del arbol binario de dimensién 5 y el espacio de bisqueda
donde se encuentran los elementos que forman parte de la solucién 6ptima global
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4. Conclusiones

Se concluye que al ir reduciendo el espacio de bisqueda en un arbol binario es posible
encontrar la solucién exacta en un espacio de bisqueda reducido, y al no ser necesa-
rio recorrer todo el arbol binario, es posible encontrar la mejor solucién de manera
mads ripida. Cabe resaltar que para efectos de explicar como utilizar el espacio de
bisqueda que generamos con un 4rbol binario, se utilizé el planteamiento del proble-
ma de la mochila. No obstante los espacios de bisqueda en drboles binarios pueden
ser utilizados para encontrar la solucién de cualquier otro problema de tipo discreto.

Por lo que se pretende con investigaciones futuras demostrar que es posible des-
arrollar un algoritmo que sea capaz de resolver problemas discretos aplicando las re-
glas de acotamiento presentadas en este articulo, explorando el espacio de bisqueda
eficientemente y reduciendo el tamafio del espacio de biisqueda.
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